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1. Bevezete´s
I) A kutata´s tematika´ja. A Disszerta´cio´ olyan e´les funkciona´l-egyenlo˝tlense´geket ta´rgyal
go¨rbu¨lt tereken (nemeuklideszi geometriai struktu´ra´kon), amelyek ku¨lo¨nbo¨zo˝ parcia´lis diffe-
rencia´legyenletek megolda´sa´na´l alkalmazhato´ak. A felhaszna´lt mo´dszerek ska´la´ja igen sze´les,
e´spedig geometriai anal´ızisto˝l a varia´cio´sza´mı´ta´son keresztu¨l ege´szen a csoportelme´letig terjed
ki. A Disszerta´cio´ az utolso´ nyolc e´vben ma´r ko¨zo¨lt, vagy frissen elfogadott – tizenkilenc cikkbo˝l
e´s egy monogra´fia´bo´l a´llo´ – eredme´nyeimet foglalja o¨ssze. Ezek ko¨zu¨l nyolc dolgozat egyszerzo˝s,
mı´g a tova´bbi tizenegy cikk ku¨lo¨nbo¨zo˝ ta´rsszerzo˝kkel ko¨zo¨sen ı´ro´dott.
II) Ro¨vid to¨rte´nelmi a´ttekinte´s. Schro¨dinger-, Dirichlet- vagy Neumann-feladatokban meg-
jeleno˝ elliptikus parcia´lis differencia´legyenletek ta´rgyala´sa´na´l elengedhetetlen a feladatokhoz
ta´rs´ıtott Szoboljev-terek alaptulajdonsa´gainak teljesu¨le´se, valamint az e´les Szoboljev-egyen-
lo˝tlense´gek fenna´lla´sa. Pe´lda´ul, ha n ≥ 2, p ∈ (1, n), a jo´l ismert W 1,p(Rn) ↪→ Lp?(Rn)
Szoboljev-bea´gyaza´st az(∫
Rn
|u|p?dx
)1/p?
≤ Sn,p
(∫
Rn
|∇u|pdx
)1/p
, ∀u ∈ W 1,p(Rn), (S)
e´les egyenlo˝tlense´ggel ı´rhatjuk le, ahol
Sn,p = pi
− 1
2n−
1
p
(
p− 1
n− p
)p′ (
Γ(1 + n/2)Γ(n)
Γ(n/p)Γ(1 + n− n/p)
)1/n
a legjobb a´llando´t, p? = pn
n−p a kritikus Szoboljev-exponenst, valamint p
′ = p
p−1 a p kon-
juga´ltja´t jelo¨li, la´sd Talenti [44]. Mi to¨bb az (S) egyenlo˝tlense´g egyetlen extrema´lisa´t az
uλ(x) =
(
λ+ |x|p′)1−n/p, λ > 0 fu¨ggve´nyoszta´ly ke´pezi. Az (S) e´les egyenlo˝tlense´g a Schwarz-
fe´le szimmetriza´cio´ e´s a Po´lya–Szego˝-egyenlo˝tlense´g re´ve´n igazolhato´, ahol uto´bbi az Rn-beli
e´les izoperimetrikus egyenlo˝tlense´gen alapszik.
A ko¨vetkezo˝ terme´szetes ke´rde´s ado´dott: milyen geometriai informa´cio´ van beleko´dolva
egy olyan (S)-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gbe, amely egy go¨rbu¨lt te´ren van megfogalmazva? Ennek a
proble´mako¨rnek a ta´rgyala´sa ve´gett fogalmazta meg Aubin [5] a hetvenes e´vek ko¨zepe´n az u´n.
AB-programot (la´sd Druet e´s Hebey [18]), melynek ko¨zponti ke´rde´se´t az(∫
M
|u|p?dVg
)1/p?
≤ A
(∫
M
|∇gu|pdVg
)1/p
+B
(∫
M
|u|pdVg
)1/p
, ∀u ∈ W 1,p(M), (AB)
egyenlo˝tlense´gben megjeleno˝ A ≥ 0 e´s B ≥ 0 sza´mok optima´lis e´rte´ke´nek meghata´roza´sa
ke´pezi, ahol (M, g) egy n-dimenzio´s teljes Riemann-sokasa´got, dVg a kanonikus te´rfogatelemet,
mı´g ∇g a Riemann-gradienst jelo¨li. Mint kideru¨lt, az (AB) egyenlo˝tlense´g le´nyegesen fu¨gg
az (M, g) Riemann-sokasa´g go¨rbu¨lete´to˝l. Egyre´szt az A = Sn,p e´s B = 0 megva´laszta´ssal az
(AB) egyenlo˝tlense´g minden olyan n-dimenzio´s (M, g) Hadamard-sokasa´gon1 teljesu¨l, amelyen
fenna´ll az u´n. Cartan–Hadamard sejte´s2; ilyen geometriai helyzet az n ∈ {2, 3, 4} alacsony
dimenzio´s esetekben ko¨vetkezik be, la´sd Druet, Hebey e´s Vaugon [19]. Ma´sre´szt, ha az (M, g)
1Egyszeresen o¨sszefu¨ggo˝, nempozit´ıv metszetgo¨rbu¨letu˝ teljes Riemann-sokasa´g.
2Fenna´ll az e´les izoperimetrikus egyenlo˝tlense´g Hadamard-sokasa´gon.
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Riemann-sokasa´g Ricci-go¨rbu¨lete nemnegat´ıv, az (AB) egyenlo˝tlense´g akkor e´s csakis akkor a´ll
fenn az A = Sn,p e´s B = 0 megva´laszta´ssal, ha (M, g) izometrikus az n-dimenzio´s euklideszi
te´rrel, la´sd Ledoux [32]. Tova´bbi fontos eredme´nyek Riemann-sokasa´gokon az (AB)-feladat
kapcsa´n Bakry, Concordet e´s Ledoux [6], do Carmo e´s Xia [17], Ni [36], Xia [49] munka´iban
tala´lhato´ak.
Az uto´bbi e´vekben go¨rbu¨lt tereken e´rtelmezett, Laplace-opera´tort tartalmazo´, nemlinea´ris
parcia´lis differencia´legyenletek elme´lete´ben a´tto¨ro˝ eredme´nyek szu¨lettek. Ezen proble´ma´k ta´r-
gyala´sa´ra ku¨lo¨nbo¨zo˝ mo´dszereket – pe´lda´ul a Riemann–Finsler-sokasa´gokon kidolgozott op-
tima´lis anyagsza´ll´ıta´ssal, vagy a Ricci-fluxusokkal kapcsolatos elme´letet – fejlesztettek ki. Az
ideva´go´ fo˝ motiva´cio´s proble´ma´kat az u´n. Yamabe-feladat, la´sd Hebey [26], illetve a Perelman
[40] a´ltal igazolt Poincare´-sejte´s ke´pezte´k. Ezekben a mu˝vekben az e´les geometriai, illetve
funkciona´l-egyenlo˝tlense´gek, valamint a go¨rbu¨let hata´sa igen fontos szerepet kapnak. (Pe´lda´ul
Perelman [40] h´ıres dolgozata´ban a Gross-t´ıpusu´ [25] e´les logaritmikus Szoboljev-egyenlo˝tlense´g
a Poincare´-sejte´s igazola´sa´nak egyik alappille´re.) Ezek az eredme´nyek a geometriai anal´ızis igen
gyors fejlo˝de´se´hez vezettek az uto´bbi tizeno¨t e´vben. Ebben a perio´dusban kiva´lo´ matematikus-
csoportok (Ambrosio, Gigli e´s Savare´ [4]; Lott e´s Villani [34]; Sturm [42, 43]; Villani [46]) e´rtek
el tova´bbi la´tva´nyos eredme´nyeket.
III) Saja´t eredme´nyek ismertete´se. Az uto´bbi e´vekben megvalo´s´ıtott fo˝ kutata´si ce´l-
kitu˝ze´seimet nemeuklideszi geometriai struktu´ra´kon e´rtelmezett olyan nemlinea´ris jelense´gek
le´ıra´sa ke´pezte, amelyek esete´n le´nyegesen megmutatkozik a te´r go¨rbu¨lete´nek a Szoboljev-t´ıpusu´
egyenlo˝tlense´gekben, valamint varia´cio´s mo´dszerekkel tanulma´nyozott elliptikus proble´ma´kban
kifejtett hata´sa. A ko¨vetkezo˝kben ebben az ira´nyban ele´rt eredme´nyeimet mutatom be ro¨viden.
A jelen te´zisfu¨zetben ko¨vetem a Disszerta´cio´ban haszna´lt sza´moza´st.
A te´zisfu¨zet 2 szakasza a Disszerta´cio´ ugyanolyan sorsza´mu´ fejezete´nek fo˝bb eredme´nyeit fog-
lalja o¨ssze, e´spedig go¨rbu¨lt tereken e´rtelmezett interpola´cio´s egyenlo˝tlense´geket ta´rgyal. Elso˝
le´pe´ske´nt feleleven´ıtju¨k a Cordero-Erausquin, Nazaret e´s Villani [13], valamint Gentil [22] a´ltal
igazolt e´les Gagliardo–Nirenberg interpola´cio´s egyenlo˝tlense´get e´s ennek hata´rhelyzeteit az Rn
nullgo¨rbu¨letu˝ euklideszi te´rben, melyek modellke´nt szolga´lnak a mi kutata´sainkban. Saja´tosan
ez az egyenlo˝tlense´g az e´les (S) Szoboljev-egyenlo˝tlense´gre reduka´lo´dik. A [59], [66], [60], [53]
e´s [56] dolgozatokra alapozva, amelyekben a tanulma´nyozott jelense´g jellege´t a te´r go¨rbu¨lete´nek
elo˝jele do¨nti el, a saja´t eredme´nyeim a ko¨vetkezo˝ felsorola´selemekben foglalhato´ak o¨ssze.
• Interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gek pozit´ıvan go¨rbu¨lt tereken. Lott e´s Villani [34], tova´bba´
Sturm [42, 43] nagy hata´su´ dolgozatai alapja´n tudjuk, hogy azon metrikus me´rte´ktereken,
amelyek teljes´ıtik az u´n. Lott–Sturm–Villani-fe´le CD(K,N)-felte´telt3, olyan alap geomet-
riai egyenlo˝tlense´gek a´llnak fenn, mint a Brunn–Minkowski-, vagy a Bishop–Gromov-
egyenlo˝tlense´gek (la´sd [52]). Villani felvetette azt a ke´rde´st, hogy a Lott–Sturm–Villani-
fe´le CD(K,N)-terek mike´ppen viselkednek funkciona´l-egyenlo˝tlense´gek szempontja´bo´l. A
ko¨vetkezo˝ rigidita´si eredme´nyt sikeru¨lt igazolnom (la´sd [59]): ha valamilyen K ≥ 0 e´s
n ≥ 2 esete´n a CD(K,n)-t´ıpusu´ (M,d,m) metrikus me´rte´kte´ren teljesu¨l a Gagliardo–
Nirenberg-egyenlo˝tlense´g (vagy ennek az Lp-logaritmikus Szoboljev-egyenlo˝tlense´gke´nt,
3A CD(K,N) go¨rbu¨letdimenzio´s (curvature-dimension) felte´tel metrikus me´rte´ktereken volt bevezetve. Egy
M Riemann/Finsler-sokasa´g esete´n a CD(K,N)-felte´tel akkor e´s csakis akkor teljesu¨l, ha az M Ricci-go¨rbu¨lete
alulro´l korla´tos K ∈ R a´ltal e´s az M dimenzio´ja kisebb, mint N ∈ R.
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illetve a Faber–Krahn-egyenlo˝tlense´gke´nt megfogalmazhato´ hata´rhelyzetei), tova´bba´ va-
lamely M -beli ponthoz tartozo´ n-su˝ru˝se´gi felte´tel4 is e´rve´nyes, akkor fenna´ll az u´n. globa´lis
n-dimenzio´s nem-o¨sszezsugorodo´ te´rfogatno¨vekede´s, azaz le´tezik egy C > 0 sza´m u´gy, hogy
m(B(x, ρ)) ≥ C0ρn minden x ∈ M e´s ρ ≥ 0 esete´n, ahol B(x, ρ) = {y ∈ M : d(x, y) <
ρ} (la´sd 2.3., 2.4. e´s 2.5. te´teleket). Felhaszna´lva Perelman homotopikus szerkeszte´se´t
[39], az uto´bbi te´rfogatno¨vekede´s kvantitat´ıv jellege me´ly rigidita´st eredme´nyez nemne-
gat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝ Riemann/Finsler-sokasa´gokon: e´spedig igazolhatjuk (la´sd a 2.6.
te´telt), hogy amennyiben a Gagliardo–Nirenberg-egyenlo˝tlense´gben megjeleno˝ Szoboljev-
t´ıpusu´ a´llando´ mine´l ko¨zelebb keru¨l a szo´ban forgo´ egyenlo˝tlense´g e´les euklideszi esete´nek
optima´lis a´llando´ja´hoz, anna´l ko¨zelebb keru¨l topolo´giailag az adott nemnegat´ıv Ricci-
go¨rbu¨letu˝ sokasa´g az euklideszi te´rhez. Saja´tosan ez a rigidita´si eredme´ny megva´laszolja
Xia [50] – Lp-logaritmikus Szoboljev-egyenlo˝tlense´gekre vonatkozo´ – nyitott ke´rde´se´t is.
Hasonlo´ jelense´geket ta´rgyalunk a [66] e´s [53] dolgozatokban is.
• Interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gek negat´ıvan go¨rbu¨lt tereken. Ni [36] e´s Perelman [40] o¨tlete
alapja´n azt bizony´ıtjuk az [56] dolgozatban, hogy a Gagliardo–Nirenberg-egyenlo˝tlense´gek
igazak (ra´ada´sul ugyanazokkal az e´les konstansokkal, mint az Rn euklideszi te´rben) min-
den olyan n-dimenzio´s Hadamard-sokasa´gon, amelyen teljesu¨l a Cartan–Hadamard-sejte´s.
Ha azonban a Gagliardo–Nirenberg-egyenlo˝tlense´gekben extrema´lis fu¨ggve´nyek le´teze´se´t
va´rjuk el, kideru¨l (la´sd a 2.7. te´telt), hogy a Hadamard-sokasa´g izometrikus lesz az Rn
euklideszi te´rrel. A Morrey–Sobolev-egyenlo˝tlense´g esete´n hasonlo´ jelense´get igazoltam a
[60] dolgozatban is.
A jelen te´zisfu¨zet 3 szakasza a Disszerta´cio´ ugyanolyan sorsza´mu´ fejezete´nek fo˝bb eredme´nyeivel,
e´spedig a matematikai fizika´bo´l ismert bizonytalansa´gi elvekkel foglalkozik go¨rbu¨lt tereken. A
Caffarelli–Kohn–Nirenberg-egyenlo˝tlense´g hata´rhelyzeteike´nt feleven´ıtju¨k az Rn te´ren u´gy az
e´les Heisenberg–Pauli–Weyl, mint az e´les Hardy–Poincare´ bizonytalansa´gi elveket. Az [58], [68]
e´s [54] dolgozatokban le´vo˝ saja´t eredme´nyek a ko¨vetkezo˝ felsorola´s szerint o¨sszegezheto˝ek.
• Bizonytalansa´gi elvek pozit´ıvan go¨rbu¨lt tereken. A [58] dolgozatban kimutatom (la´sd a
3.4. te´telt), hogy egy nemnegat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝ teljes (M, g) Riemannian-sokasa´gon
az e´les Heisenberg–Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elv akkor e´s csakis akkor a´ll fenn, ha
(M, g) izometrikus az ugyanolyan dimenzio´ju´ euklideszi te´rrel. A Gagliardo–Nirenberg-
fe´le interpola´cio´s egyenlo˝tlense´g e´s annak hata´rhelyzeteivel szemben megjegyezheto˝, hogy
az uto´bbi eredme´ny ero˝s rigidita´snak tu˝nik abban az e´rtelemben, hogy nem lehet megadni
annak kvantitat´ıv forma´ja´t.
• Bizonytalansa´gi elvek negat´ıvan go¨rbu¨lt tereken. A [58] dolgozatban bizony´ıtom, hogy
az e´les Heisenberg–Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elv fenna´ll minden n-dimenzio´s (M, g)
Hadamard-sokasa´gon. Ennek ellene´re pozit´ıv extrema´lis akkor e´s csakis akkor le´tezik, ha
(M, g) izometrikus az Rn te´rrel (la´sd a 3.5. e´s 3.6. te´teleket). Hangsu´lyozom, hogy – az
e´les interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gekkel szemben – a most bemutatott e´les eredme´nyek nem
ko¨vetelik meg a Cartan–Hadamard-sejte´s e´rve´nyesse´ge´t. Mi to¨bb hiperbolikus tereken a
3.6. te´tel egy le´nyeges hiba´t igaz´ıt ki Kombe e´s O¨zaydin [31] dolgozata´ban. Igazolom azt is
4La´sd a 2.1. pontban le´vo˝ (D)nx0 -felte´telt.
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(la´sd a 3.7. e´s 3.8. te´teleket), hogy nagyobb go¨rbu¨let ero˝teljesebb Hardy–Poincare´ bizony-
talansa´gi elvet eredme´nyez Hadamard-sokasa´gok esete´n (az uto´bbi eredme´ny a Hardy–
Poincare´-egyenlo˝tlense´gben le´vo˝ extrema´lis fu¨ggve´ny nemle´teze´se´t akna´zza ki). A [54]
dolgozat alapja´n to¨bb szingula´ris tagot tartalmazo´ e´les Hardy–Poincare´-egyenlo˝tlense´get
igazolunk (la´sd a 3.10. te´telt), illetve a [68] dolgozatban e´les ma´sodrendu˝ Rellich-fe´le
bizonytalansa´gi elvet bizony´ıtunk go¨rbu¨lt terekben.
A te´zisfu¨zet 4 e´s 5 szakaszai olyan e´les Szoboljev-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek alkalmaza´sa´val foglal-
kozik, amelyek ku¨lo¨nbo¨zo˝ le´teze´si, egye´rtelmu˝se´gi/multiplicita´si eredme´nyeket adnak elliptikus
parcia´lis differencia´legyenletekre. Ezeket a proble´ma´kat Finsler- e´s Riemann-sokasa´gok esete´n
vizsga´ljuk, ra´mutatva a ke´t geometria ko¨zo¨tti finom, de me´ly ku¨lo¨nbse´gekre.
A jelen te´zisfu¨zet 4 szakasza a Disszerta´cio´ ugyanolyan sorsza´mu´ fejezete´n alapul e´s Finsler-
sokasa´gokon e´rtelmezett elliptikus proble´ma´kat ta´rgyal. Az [57] e´s [70] dolgozatokban olvashato´
saja´t eredme´nyeket a ko¨vetkezo˝ mo´don o¨sszegezhetju¨k.
• Reverzibilita´s e´s Szoboljev-terek. A Finsler-sokasa´gokon e´rtelmezett elliptikus proble´ma´k
vizsga´lata megko¨veteli a sokasa´g felett e´rtelmezett Szoboljev-terek alapveto˝ tulajdon-
sa´gainak (mint pe´lda´ul reflexivita´sa´nak e´s bea´gyazhato´sa´ga´nak) felte´rke´peze´se´t. Mint
tudjuk, a Finsler-sokasa´gok nem felte´tlenu¨l reverzibilisek, aminek igen va´ratlan ko¨vet-
kezme´nyei lehetnek. Kideru¨l, hogy az (M,F ) Finsler-sokasa´ghoz rendelt rF ≥ 1 rever-
zibilita´si a´llando´nak do¨nto˝ szerepe van e jelense´g mege´rte´se´ben. Pontosabban az [57]
dolgozatban igazoljuk (la´sd a 4.1. te´telt), hogy amennyiben az (M,F ) Finsler-sokasa´g re-
verzibilita´si a´llando´ja ve´ges, akkor a felette e´rtelmezett Szoboljev-te´r reflex´ıv Banach-te´r
lesz. Ezzel szemben a [70] dolgozatban egy olyan nemkompakt (M,F ) Finsler-sokasa´got
szerkesztu¨nk (la´sd a 4.2. te´telt), amelynek a reverzibilita´si a´llando´ja ve´gtelen e´s a sokasa´g
felett e´rtelmezett Szoboljev-te´r me´g csak vektorte´r sem lesz. Az uto´bbi (ellen)pe´lda egy
Funk-t´ıpusu´ Finsler-metrika´val felruha´zott n-dimenzio´s egyse´ggolyo´n van szerkesztve e´s
ra´mutat a Riemann- e´s Finsler-geometria´k ko¨zo¨tti me´ly ku¨lo¨nbse´gekre. Ez az eredme´ny
leza´rja egyu´ttal a nemkompakt sokasa´gokon e´rtelmezett Szoboljev-terek elme´lete´t is.
• Elliptikus proble´ma´k Finsler–Hadamard-sokasa´gokon. Parame´terfu¨ggo˝, Finsler–Laplace-
opera´tort e´s egy nemlinearis tagot tartalmazo´, elliptikus modellproble´ma´t vizsga´lunk egy
Funk-t´ıpusu´ Finsler-sokasa´gokon. A [70] dolgozatunkban varia´cio´s mo´dszerekkel (mini-
maliza´cio´val e´s
”
mountain pass”-t´ıpusu´ te´tellel) bizony´ıtjuk (la´sd a 4.3. te´telt), hogy kis
parame´terek esete´n a vizsga´lt proble´ma´nak csak a nulla megolda´sa van, mı´g nagy pa-
rame´terek esete´n a proble´ma ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝, nemnulla gyenge megolda´st szolga´ltat. Ezt
ko¨veto˝en az [57] cikku¨nkben szingularita´st tartalmazo´ Poisson-t´ıpusu´ feladatot vizsga´lunk
Finsler–Hadamard-sokasa´gokon (la´sd a 4.4. e´s 4.5. te´teleket), ahol kiakna´zzuk az e´les
Hardy–Poincare´-egyenlo˝tlense´get. Mi to¨bb la´tva´nyos mo´don igazoljuk (la´sd a 4.6. te´telt),
hogy a tanulma´nyozott Poisson-egyenlet megolda´sa´nak alakja teljes me´rte´kben jellemzi a
Finsler-sokasa´g go¨rbu¨lete´t.
A jelen te´zisfu¨zet 5 szakasza, a Disszerta´cio´ ugyanolyan sorsza´mu´ fejezete´re e´pu¨lve, kompakt
e´s nemkompakt Riemann-sokasa´gokon e´rtelmezett elliptikus proble´ma´kat ta´rgyal. A [63], [54]
e´s [55] dolgozatokban le´vo˝ saja´t eredme´nyek a ko¨vetkezo˝ mo´don o¨sszegezheto˝ek.
4
dc_1483_17
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
• Elliptikus proble´ma´k kompakt Riemann-sokasa´gokon. Varia´cio´s mo´dszerek re´ve´n a meg-
olda´sok sza´ma´ra vonatkozo´an egy e´les bifurka´cio´s eredme´nyt igazolok (la´sd az 5.1. te´telt)
egy szublinea´ris tagot tartalmazo´ saja´te´rte´k-feladatra ne´zve, tova´bba´ mega´llap´ıtom a
megolda´sok sza´ma´nak stabilita´sa´t kis perturba´cio´k esete´n. Ezek az eredme´nyek e´les
Emden-t´ıpusu´ multiplicita´si eredme´nyek igazola´sa´ra alkalmazhato´ak (la´sd az 5.3. te´telt)
pa´ros dimenzio´s euklideszi tereken u´gy, hogy az eredeti feladatot az 1-kodimenzio´s egyse´g-
go¨mbre vezetju¨k vissza.
• Elliptikus proble´ma´k nemkompakt Riemann-sokasa´gokon. Felhaszna´lva az e´les, to¨bbpo´lusu´
Hardy–Poincare´-egyenlo˝tlense´get, ve´gtelen sok, egyma´sto´l szimmetrikusan ku¨lo¨nbo¨zo˝ meg-
olda´st garanta´lunk (la´sd az 5.5. te´telt) az egyse´ggo¨mb felso˝ fe´lteke´je´n e´rtelmezett, Laplace–
Beltrami-opera´tort tartalmazo´ elliptikus proble´ma´ra. Ez az eredme´ny egy meglepo˝ cso-
portelme´leti e´rvele´s re´ve´n igazolo´dik, amely a Rubik-kocka megoldhato´sa´ga´ra ta´maszkodik.
Ezuta´n kimutatjuk (la´sd az 5.6. te´telt), hogy egy Hadamard-sokasa´gokon e´rtelmezett,
oszcilla´cio´s tagot tartalmazo´ Schro¨dinger-Maxwell rendszernek ve´gtelen sok izometria´kra
invaria´ns megolda´sa le´tezik. Uto´bbi eredme´ny esete´n a Hadamard-sokasa´gok izometria-
csoportja´nak viselkede´se fontos szerepet kap a vizsga´lat sora´n.
A tova´bbiakban bemutatjuk az eredme´nyeket pontos matematikai megfogalmaza´sban. Mint
jeleztu¨k, a te´zisfu¨zetben ko¨vetju¨k a Disszerta´cio´ban felsorakoztatott szakaszok, pontok, alpon-
tok e´s eredme´nyek sorsza´moza´sa´t.
2. E´les interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gek
A geometriai e´s funkciona´l-egyenlo˝tlense´gek elme´lete´ben fontos szerepet kapnak a Szoboljev-
t´ıpusu´ interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gek. Ebben a szakaszban e´les Gagliardo–Nirenberg inter-
pola´cio´s egyenlo˝tlense´geket vizsga´lunk pozit´ıvan e´s negat´ıvan go¨rbu¨lt terek esete´n.
A klasszikus euklideszi te´rben haszna´lt szimmetriza´cio´s elja´ra´sok re´ve´n Del Pino e´s Dolbea-
ult [15] igazolta´k elso˝ke´nt az e´les Gagliardo–Nirenberg-egyenlo˝tlense´geket bizonyos parame´ter-
tartoma´nyra. Optima´lis anyagsza´ll´ıta´s elme´lete´nek a seg´ıtse´ge´vel, Cordero-Erausquin, Nazaret
e´s Villani [13] kiterjesztette´k a [15] dolgozatban le´vo˝ eredme´nyeket az Rn tetszo˝leges norma´ja
esete´n. Elo˝szo¨r feleleven´ıtju¨k a [13] dolgozat fo˝ eredme´nyeit e´s az ahhoz tartozo´ fogalmakat,
melyek ko¨zponti szerepet kapnak az eredme´nyeink igazola´sa´ban.
Legyen ‖ · ‖ az Rn egy olyan tetszo˝leges norma´ja, amelyre az (Rn, ‖ · ‖) egyse´ggolyo´ja´nak
Lebesgue-me´rte´ke megegyezik az n-dimenzio´s euklideszi egyse´ggolyo´ ωn = pi
n
2 /Γ
(
n
2
+ 1
)
nagy-
sa´gu´ te´rfogata´val. Jelo¨lje ‖x‖∗ = sup‖y‖≤1 x · y a ‖ · ‖ norma dua´lisa´t (pola´risa´t). Ro¨gz´ıtsu¨k a
p ∈ [1, n) sza´mot e´s jelo¨lje Lp(Rn) a klasszikus Lebesgue-teret. A szoka´sos mo´don, tekintsu¨k a
W˙ 1,p(Rn) =
{
u ∈ Lp?(Rn) : ∇u ∈ Lp(Rn)} e´s W 1,p(Rn) = {u ∈ Lp(Rn) : ∇u ∈ Lp(Rn)}
Szoboljev-tereket, ahol p? = pn
n−p a kritikus Szoboljev-exponenst, mı´g ∇ a gradiensopera´tort
jelo¨li. Ha u ∈ W˙ 1,p(Rn), a ∇u norma´ja´t a
‖∇u‖Lp =
(∫
Rn
‖∇u(x)‖p∗dx
)1/p
kifejeze´s adja, ahol dx az Rn-en vett Lebesgue-me´rte´ket jelenti.
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Ro¨gz´ıtsu¨k az n ≥ 2, p ∈ (1, n) e´s α ∈
(
0, n
n−p
]
\{1} sza´mokat, tova´bba´ minden λ > 0 esete´n
legyen hλα,p(x) =
(
λ+ (α− 1)‖x‖p′) 11−α
+
, x ∈ Rn, ahol p′ = p
p−1 e´s r+ = max{0, r}. A hλα,p
fu¨ggve´ny pozit´ıv minden α > 1 esete´n, mı´g a hλα,p leke´peze´s kompakt tarto´ju´ mido˝n α < 1. A
ko¨vetkezo˝kben az e´les Gagliardo–Nirenberg-egyenlo˝tlense´gnek ke´t forma´ja´t ku¨lo¨nbo¨ztetju¨k meg
(la´sd Cordero-Erausquin, Nazaret e´s Villani [13]).
Elo˝szo¨r is, ha 1 < α ≤ n
n−p , akkor teljesu¨l a
‖u‖Lαp ≤ Gα,p,n‖∇u‖θLp‖u‖1−θLα(p−1)+1 , ∀u ∈ W˙ 1,p(Rn), (1)
e´les egyenlo˝tlense´g, ahol
θ :=
p?(α− 1)
αp(p? − αp+ α− 1) , (2)
mı´g
Gα,p,n :=
(
α− 1
p′
)θ (p′
n
) θ
p
+ θ
n
(
α(p−1)+1
α−1 − np′
) 1
αp
(
α(p−1)+1
α−1
) θ
p
− 1
αp
(
ωnB
(
α(p−1)+1
α−1 − np′ , np′
)) θ
n
a legjobb a´llando´, amely el is e´ro˝dik a hλα,p (λ > 0) fu¨ggve´nycsala´d esete´n.
Tova´bba´, ha 0 < α < 1, akkor teljesu¨l az
‖u‖Lα(p−1)+1 ≤ Nα,p,n‖∇u‖γLp‖u‖1−γLαp , ∀u ∈ W˙ 1,p(Rn), (3)
e´les egyenlo˝tlense´g, ahol
γ :=
p?(1− α)
(p? − αp)(αp+ 1− α) , (4)
e´s
Nα,p,n :=
(
1− α
p′
)γ (p′
n
) γ
p
+ γ
n
(
α(p−1)+1
1−α +
n
p′
) γ
p
− 1
α(p−1)+1
(
α(p−1)+1
1−α
) 1
α(p−1)+1(
ωnB
(
α(p−1)+1
1−α ,
n
p′
)) γ
n
az optima´lis a´llando´, amely el is e´ro˝dik a hλα,p (λ > 0) fu¨ggve´nycsala´d esete´n.
Az α = n
n−p hata´rhelyzetben (teha´t amikor θ = 1), az (1) pontosan az (S) e´les Szoboljev-egy-
enlo˝tlense´gre reduka´lo´dik, la´sd Talenti euklideszi te´rhez tartozo´ [44] munka´ja´t, tova´bba´ Alvino,
Ferone, Lions e´s Trombetti tetszo˝leges norma´t felte´telezo˝ [2] dolgozata´t.
Az α→ 1 e´s α→ 0 hata´rhelyzetekben az (1) e´s (3) egyenlo˝tlense´gek az e´les Lp-logaritmikus
Szoboljev-egyenlo˝tlense´gre (la´sd Gentil [22]), illetve a Faber–Krahn-egyenlo˝tlense´gre (la´sd Cordero-
Erausquin, Nazaret e´s Villani [13]) vezeto˝dnek vissza.
Egyre´szt az (1) egyenlo˝tlense´g α→ 1 hata´rhelyzetekor teljesu¨l az
Entdx(|u|p) =
∫
Rn
|u|p log |u|pdx ≤ n
p
log (Lp,n‖∇u‖pLp) , ∀u ∈ W 1,p(Rn), ‖u‖Lp = 1, (5)
e´les egyenlo˝tlense´g, ahol
Lp,n := p
n
(
p− 1
e
)p−1(
ωnΓ
(
n
p′
+ 1
))− p
n
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a legjobb a´llando´, amely el is e´ro˝dik a Gauss-fe´le
lλp (x) := λ
n
pp′ ω
− 1
p
n Γ
(
n
p′
+ 1
)− 1
p
e−
λ
p
‖x‖p′ , λ > 0
fu¨ggve´nycsala´d esete´n.
Ma´sre´szt az (1) egyenlo˝tlense´g α→ 0 hata´rhelyzetekor e´rve´nyes a
‖u‖L1 ≤ Fp,n‖∇u‖Lp|supp(u)|1−
1
p? , ∀u ∈ W˙ 1,p(Rn), (6)
e´les Faber–Krahn-egyenlo˝tlense´g, ahol
Fp,n := lim
α→0
Nα,p,n = n−
1
pω
− 1
n
n (p
′ + n)−
1
p′
a legjobb a´llando´, amely el is e´ro˝dik a
fλp (x) := lim
α→0
hλα,p(x) = (λ− ‖x‖p
′
)+, λ > 0
fu¨ggve´nycsala´dra.
2.1. Megjegyze´s. Eltekintve transzla´cio´kto´l e´s skala´rissal valo´ szorza´sto´l, a fenti egyenlo˝tlen-
se´gek extrema´lis fu¨ggve´nyoszta´lyai egye´rtelmu˝ek. Ez a tulajdonsa´g le´nyeges szerepet ja´tszik a
tova´bbiakban.
2.1. Interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gek pozit´ıvan go¨rbu¨lt tereken: rigi-
dita´sok
Mego˝rizve a fenti jelo¨le´seket, ebben a pontban kvalitat´ıv topolo´giai tulajdonsa´gokat mutatunk
be olyan Lott–Sturm–Villani-e´rtelemben go¨rbu¨lt metrikus me´rte´ktereken, amelyeken Gagliardo–
Nirenberg-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek e´rve´nyesek.
Tekintsu¨nk egy tetszo˝leges m pozit´ıv Borel-me´rte´ku˝ (M,d,m) metrikus me´rte´kteret e´s le-
gyen Lip0(M) az M -en e´rtelmezett kompakt tarto´ju´ Lipschitz-fu¨ggve´nyek tere. Ro¨gz´ıtett
u ∈ Lip0(M) esete´n vezessu¨k be a
|∇u|d(x) := lim sup
y→x
|u(y)− u(x)|
d(x, y)
, x ∈M (7)
jelo¨le´st.
Ro¨gz´ıtsu¨k az n ≥ 2, p ∈ (1, n) e´s α ∈
(
0, n
n−p
]
\ {1} sza´mokat, tova´bba´ tegyu¨k fel, hogy az
x0 ∈M pontban teljesu¨l a
lim inf
ρ→0
m(B(x0, ρ))
ωnρn
= 1 (D)nx0
also´ n-su˝ru˝se´gi felte´tel.
2.2. Megjegyze´s. Amennyiben m a kanonikus Busemann-Hausdorff me´rte´ket jelo¨li, (D)nx0
nyilva´nvalo´an teljesu¨l ba´rmely n-dimenzio´s Riemann- e´s Finsler-sokasa´g tetszo˝leges x0 pontja´ra.
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Az elso˝ fo˝eredme´nyu¨nket a ko¨vetkezo˝ te´telben olvashatjuk, amely egy globa´lis n-dimenzio´s
nem-o¨sszezsugorodo´ te´rfogatno¨vekede´si tulajdonsa´got fogalmaz meg.
2.3. Te´tel. (Krista´ly [59]) Legyen (M,d,m) egy metrikus me´rte´kte´r, mely teljes´ıti a CD(K,n)-
felte´telt valamely K ≥ 0 e´s n ≥ 2 esete´n. Ro¨gz´ıtsu¨k a p ∈ (1, n) sza´mot e´s te´telezzu¨k fel, hogy
(D)nx0 teljesu¨l valamely x0 ∈M pontra. Ekkor igazak a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok:
(i) ha 1 < α ≤ n
n−p e´s teljesu¨l a
‖u‖Lαp ≤ C ‖|∇u|d‖θLp ‖u‖1−θLα(p−1)+1 , ∀u ∈ Lip0(M) (GN1)
α,p
C
egyenlo˝tlense´g valamely C ≥ Gα,p,n esete´n, akkor K = 0 e´s
m(B(x, ρ)) ≥
(Gα,p,n
C
)n
θ
ωnρ
n, ∀x ∈M, ρ ≥ 0.
(ii) ha 0 < α < 1 e´s teljesu¨l a
‖u‖Lα(p−1)+1 ≤ C ‖|∇u|d‖γLp ‖u‖1−γLαp , ∀u ∈ Lip0(M) (GN2)α,pC
egyenlo˝tlense´g valamely C ≥ Nα,p,n esete´n, akkor K = 0 e´s
m(B(x, ρ)) ≥
(Nα,p,n
C
)n
γ
ωnρ
n, ∀x ∈M, ρ ≥ 0.
Kihaszna´lva az (1) e´s (3) Gagliardo–Nirenberg-egyenlo˝tlense´gek e´lesse´ge´t, a 2.3. te´tel iga-
zola´sa´hoz egyre´szt a CD(K,n)-tereken e´rve´nyes Bishop–Gromov- e´s Bonnet–Myers-egyenlo˝t-
lense´gek, ma´sre´szt pedig a ko¨zo¨nse´ges differencia´legyenletek e´s differencia´legyenlo˝tlense´gek e´les
o¨sszehasonl´ıta´si elveinek megfelelo˝ kombina´la´sa szu¨kse´ges.
2.3. Megjegyze´s. Az S. Ohta ta´rsszerzo˝mmel ı´rt [66] dolgozatban a p = 2 e´s α = n
n−2 (n ≥ 3)
saja´tos esetet ta´rgyaljuk u´gy, hogy a CD(K,n)-felte´tel helyett egy bizonyos te´rfogatdupla´za´si
felte´tel teljesu¨le´se´t felte´telezzu¨k.
Az Lp-logaritmikus Szoboljev-egyenlo˝tlense´get implika´lo´ α → 1 hata´rhelyzetben a 2.3.
te´telhez hasonlo´ eredme´nyt igazolhatunk.
2.4. Te´tel. (Krista´ly [59]) Ha a 2.3. te´tel felte´telei mellett az
Entdm(|u|p) =
∫
M
|u|p log |u|pdm ≤ n
p
log (C ‖|∇u|d‖pLp) , ∀u ∈ Lip0(M), ‖u‖Lp = 1 (LS)pC
egyenlo˝tlense´g is teljesu¨l valamely C ≥ Lp,n esete´n, akkor K = 0 e´s
m(B(x, ρ)) ≥
(Lp,n
C
)n
p
ωnρ
n, ∀x ∈M, ρ ≥ 0.
Az α→ 0 hata´rhelyzetben a Faber–Krahn-egyenlo˝tlense´gre vonatkozo´ eredme´nyt igazolha-
tunk.
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2.5. Te´tel. (Krista´ly [59]) Ha a 2.3. te´tel felte´telei mellett az
‖u‖L1 ≤ C ‖|∇u|d‖Lp m(supp(u))1−
1
p? , ∀u ∈ Lip0(M) (FK)pC
egyenlo˝tlense´g is teljesu¨l valamely C ≥ Fp,n esete´n, akkor K = 0 e´s
m(B(x, ρ)) ≥
(Fp,n
C
)n
ωnρ
n, ∀x ∈M,ρ ≥ 0.
A fenti globa´lis te´rfogatno¨vekede´si te´telek jelento˝se´ge´t differencia´lhato´ struktura´kon dom-
bor´ıthatjuk ki a ko¨vetkezo˝ eredme´nye´k re´ve´n. Elo˝szo¨r egy olyan – tetszo˝leges Riemann-
sokasa´gokon e´rve´nyes – Aubin–Hebey-t´ıpusu´ eredme´nyt (la´sd [5] e´s [26]) jelentu¨nk ki a Gagliar-
do–Nirenberg-egyenlo˝tlense´gekre ne´zve, amelynek bizony´ıta´sa´hoz egyre´szt loka´lis te´rke´pek al-
kalmaza´sa, ma´sre´szt pedig ugyancsak az (1), (3), (5) e´s (6) egyenlo˝tlense´gek e´lesse´ge szu¨kse´ges.
2.1. Sege´dte´tel. Tekintsu¨nk egy n ≥ 2 dimenzio´s (M, g) teljes Riemann-sokasa´got e´s legyen
C > 0. Ekkor igazak a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok:
(i) ha (GN1)α,pC teljesu¨l az (M, g)-n valamely p ∈ (1, n) e´s α ∈
(
1, n
n−p
]
esete´n, akkor
C ≥ Gα,p,n;
(ii) ha (GN2)α,pC teljesu¨l az (M, g)-n valamely p ∈ (1, n) e´s α ∈ (0, 1) esete´n, akkor C ≥ Nα,p,n;
(iii) ha (LS)pC teljesu¨l az (M, g)-n valamely p ∈ (1, n) esete´n, akkor C ≥ Lp,n;
(iv) ha (FK)pC teljesu¨l az (M, g)-n valamely p ∈ (1, n) esete´n, akkor C ≥ Fp,n.
Tekintsu¨k az n ≥ 2 dimenzio´s nemnegat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝ e´s dVg kanonikus te´rfogatelemu˝
Riemann-sokasa´got. Az
AVG(M,g) = lim
r→∞
Volg(Bg(x, r))
ωnrn
mennyise´get az (M, g) aszimptotikus te´rfogatno¨vekede´se´nek nevezzu¨k. A Bishop–Gromov o¨ssze-
hasonl´ıta´si elv alapja´n AVG(M,g) ≤ 1, tova´bba´ ez a sza´m fu¨ggetlen az x ∈M pontto´l.
Adott k ∈ {1, ..., n} esete´n legyen δk,n > 0 a
10k+2Ck,n(k)s
(
1 +
s
2k
)k
= 1
egyenlet s va´ltozo´ szerinti legkisebb pozit´ıv megolda´sa, ahol
Ck,n(i) =
{
1, ha i = 0,
3 + 10Ck,n(i− 1) + (16k)n−1(1 + 10Ck,n(i− 1))n, ha i ∈ {1, ..., k}.
Tekintsu¨k a differencia´lhato´ hk,n : (0, δk,n)→ (1,∞) bijekt´ıv e´s no¨vekvo˝ fu¨ggve´nyt, ahol
hk,n(s) =
[
1− 10k+2Ck,n(k)s
(
1 +
s
2k
)k]−1
.
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Minden s > 1 esete´n legyen
β(k, s, n) =

1−
[
1 + s
n
[h−11,n(s)]n
]−1
, ha k = 1,
max
{
β(1, s, n), β(i, 1 +
h−1k,n(s)
2k
, n) : i = 1, ..., k − 1
}
, ha k ∈ {2, ..., n}.
A β(k, s, n) sza´m a Perelman-fe´le maxima´lis te´rfogat-lemma´na´l jelenik meg, melynek seg´ıt-
se´ge´vel igazolhato´, hogy ha egy n ≥ 2 dimenzio´s nemnegat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝ teljes Riemann-
sokasa´g geodetikus go¨mbjeinek te´rfogatai
”
majdnem maxima´lisak” (vagyis egyenletesen me´r-
heto˝ek o¨ssze a megfelelo˝ sugaru´ euklideszi go¨mbo¨kkel), akkor M kontraktibilis. Bevezetve az
αMP (k, n) = inf
s∈(1,∞)
β(k, s, n)
sza´mot, a tova´bbiakban a Perelman-fe´le szerkeszte´snek egy kvantitat´ıv forma´ja´t haszna´ljuk.
E´szreveheto˝, hogy k 7→ αMP (k, n) nemcso¨kkeno˝ (1 ≤ k ≤ 3 e´s 1 ≤ n ≤ 10 esete´n az αMP (k, n)
e´rte´kei Munn [35] dolgozata´ban tala´lhato´ak meg).
A tova´bbiakban a Villani-fe´le ke´rde´sre szor´ıtkozunk, mely az (LS)pC logaritmikus Szoboljev-
egyenlo˝tlense´gre vonatkozik nemnegat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝ teljes (M, g) Riemann-sokasa´gokon.
Megmutatjuk, hogy amennyiben C > 0 egyre ko¨zelebb keru¨l az e´les euklideszi Lp,n a´llando´hoz,
az (M, g) sokasa´g topolo´giailag egyre ko¨zelebb keru¨l az Rn euklideszi te´rhez. Ennek e´rdeke´ben
legyen pik(M) az (M, g) sokasa´g k-adrendu˝ homotopikus csoportja.
2.6. Te´tel. (Krista´ly [59]) Legyen (M, g) egy n ≥ 2 dimenzio´s nemnegat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝ teljes
Riemann-sokasa´g e´s te´telezzu¨k fel, hogy teljesu¨l az Lp-logaritmikus (LS)pC Szoboljev-egyenlo˝tlen-
se´g valamely p ∈ (1, n) e´s C > 0 esete´n. Ekkor fenna´llnak a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok:
(i) C ≥ Lp,n;
(ii) az M sokasa´g pi1(M) fundamenta´lis csoportja´nak rendje felu¨lro˝l korla´tos az
(
C
Lp,n
)n
p
re´ve´n;
(iii) ha C < αMP (k0, n)− pnLp,n valamely k0 ∈ {1, ..., n} esete´n, akkor pi1(M) = ... = pik0(M) =
0;
(iv) ha C < αMP (n, n)− pnLp,n, akkor M kontraktibilis;
(v) C = Lp,n akkor e´s csakis akkor, ha (M, g) izometrikus az Rn euklideszi te´rrel.
2.5. Megjegyze´s. A 2.6./(v) te´tel egyu´ttal megva´laszolja a Xia a´ltal felvetett [50], Lp-loga-
ritmikus Szoboljev-egyenlo˝tlense´g a´ltala´nos p ∈ (1, n) esete´re vonatkozo´ nyitott ke´rde´st is. A
p = 2 esetben a fenti ke´rde´sre a va´lasz ismert volt (la´sd Bakry, Concordet e´s Ledoux [6],
Ni [36], valamint Li [33] munka´it, amelyekben a ho˝magfu¨ggve´nyt e´lesen lehetett becsu¨lni).
Viszont p 6= 2 esete´n az Lp-becsle´sek nem ele´g e´lesek, ı´gy a jo´l ismert analitikus megko¨zel´ıte´s
nem szolga´ltatott megfelelo˝en e´les eredme´nyt.
A 2.6. te´telhez hasonlo´ eredme´nyek igazolhato´ak a to¨bbi Gagliardo–Nirenberg-egyenlo˝tlen-
se´gre is. Saja´tosan a ko¨vetkezo˝ rigidita´si eredme´nyt igazolhatjuk.
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2.1. Ko¨vetkezme´ny. Legyen (M, g) egy n ≥ 2 dimenzio´s nemnegat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝ teljes
Riemann-sokasa´g. Ekkor egyene´rte´ku˝ek a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok:
(i) (GN1)α,pGα,p,n teljesu¨l az (M, g)-n valamely p ∈ (1, n) e´s α ∈
(
1, n
n−p
]
esete´n;
(ii) (GN2)α,pNα,p,n teljesu¨l az (M, g)-n valamely p ∈ (1, n) e´s α ∈ (0, 1) esete´n;
(iii) (LS)pLp,n teljesu¨l az (M, g)-n valamely p ∈ (1, n) esete´n;
(iv) (FK)pFp,n teljesu¨l az (M, g)-n valamely p ∈ (1, n) esete´n;
(v) (M, g) izometrikus az Rn euklideszi te´rrel.
2.2. Interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gek negat´ıvan go¨rbu¨lt tereken: a Car-
tan–Hadamard-sejte´s hata´sa
Ebben a re´szben a 2.1. pontban le´ırt eredme´nyek negat´ıvan go¨rbu¨lt megfelelo˝it vizsga´ljuk.
Legyen (M, g) egy n ≥ 2 dimenzio´s Hadamard-sokasa´g a dVg kanonikus te´rfogatelemmel fel-
ruha´zva. A tova´bbiakban szu¨ksegu¨nk lesz a Cartan–Hadamard-sejte´sre.
Cartan–Hadamard-sejte´s n-dimenzio´s esetben. (Aubin [5]) Legyen (M, g) egy n ≥ 2
dimenzio´s Hadamard-sokasa´g e´s jelo¨lje ∂D valamely sima peremu˝ D ⊂ M kompakt halmaz
hata´ra´t. Ekkor D eleget tesz az euklideszi izoperimetrikus egyenlo˝tlense´gnek, azaz
Areag(∂D) ≥ nω
1
n
n Vol
n−1
n
g (D), (8)
amely akkor e´s csakis akkor teljesu¨l egyenlo˝se´ggel, ha D izometrikus az n-dimenzio´s euklideszi
te´r Volg(D) te´rfogatu´ go¨mbje´vel.
Vegyu¨k e´szre, hogy nω
1
n
n e´ppen az izoperimetrikus ha´nyados az n-dimenzio´s euklideszi te´rben.
Megjegyezzu¨k, hogy a Cartan–Hadamard-sejte´s tetszo˝leges dimenzio´ju´ hiperbolikus te´ren, to-
va´bba´ ba´rmilyen 2-, 3- e´s 4-dimenzio´s Hadamard-sokasa´gon is fenna´ll (la´sd Beckenbach e´s Rado´
[9], Weil [47], Kleiner [29] e´s Croke [14] munka´it), viszont igaz volta n ≥ 5 esete´n me´g mindig
nyitott ke´rde´snek sza´mı´t.
Croke [14] igazolta, hogy ba´rmely n ≥ 3 dimenzio´s Hadamard-sokasa´g tetszo˝leges sima
peremu˝ D ⊂M kompakt halmaza´ra fenna´ll az
Areag(∂D) ≥ C(n)Vol
n−1
n
g (D) (9)
izoperimetrikus egyenlo˝tlense´g, ahol
C(n) = (nωn)
1− 1
n
(
(n− 1)ωn−1
∫ pi
2
0
cos
n
n−2 (t) sinn−2(t)dt
) 2
n
−1
. (10)
Mega´llap´ıthato´, hogy C(n) ≤ nω
1
n
n minden n ≥ 3 esete´n, mı´g egyenlo˝se´g akkor e´s csakis akkor
a´ll fenn, ha n = 4.
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Morse-elme´let e´s su˝ru˝se´gi meggondola´s alapja´n e´szreveheto˝, hogy a Gagliardo–Nirenberg-
t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek vizsga´lata´hoz elegendo˝ ele´gge´ sima, kompakt tarto´ju´, nemdegenera´lt
kritikus pontokkal rendelkezo˝ u : M → [0,∞) tesztfu¨ggve´nyeket va´lasztani. Egy ilyen u : M →
[0,∞) fu¨ggve´nyhez rendelju¨k hozza´ a
Vole ({x ∈ Rn : u∗(x) > t}) = Volg ({x ∈M : u(x) > t}) (11)
o¨sszefu¨gge´s a´ltal e´rtelmezett u∗ : Rn → [0,∞) fu¨ggve´nyt, amelyet az u euklideszi szimmetrikus
u´jrarendeze´se´nek (la´sd Druet, Hebey e´s Vaugon [19]) nevezu¨nk.
Ni [36] e´s Perelman [40] o¨tlete alapja´n bizony´ıthato´, hogy a (11)-es o¨sszefu¨gge´s maga uta´n
vonja az u´n. te´rfogat- e´s normamego˝rze´si tulajdonsa´gokat az u es u∗ fu¨ggve´nyekre, tova´bba´
e´rve´nyes marad a Po´lya–Szego˝-egyenlo˝tlense´g, azaz tetszo˝leges p ∈ (1, n) esete´n
nω
1
n
n
C(n)
‖∇gu‖Lp(M) ≥ ‖∇u∗‖Lp(Rn),
mi to¨bb, ha fenna´ll a Cartan–Hadamard-sejte´s az (M, g) sokasa´gon, akkor
‖∇gu‖Lp(M) ≥ ‖∇u∗‖Lp(Rn). (12)
Az elo˝bbi tulajdonsa´goknak ko¨szo¨nheto˝en, a ko¨vetkezo˝ eredme´nyt igazolhatjuk.
2.7. Te´tel. (Farkas, Krista´ly e´s Szaka´l [56]) Legyen (M, g) egy n ≥ 2 dimenzio´s Hadamard-
sokasa´g e´s ro¨gz´ıtsu¨k a p ∈ (1, n) e´s α ∈
(
1, n
n−p
]
sza´mokat. Ekkor:
(i) teljesu¨l a
‖u‖Lαp ≤ C ‖∇gu‖θLp ‖u‖1−θLα(p−1)+1 , ∀u ∈ C∞0 (M) (GN1)
α,p
C
Gagliardo–Nirenberg-egyenlo˝tlense´g a C =
(
nω
1
n
n
C(n)
)θ
Gα,p,n a´llando´ megva´laszta´sa´val;
(ii) ha teljesu¨l a Cartan–Hadamard-sejte´s az (M, g) sokasa´gon, akkor fenna´ll a (GN1)α,pGα,p,n
e´les Gagliardo–Nirenberg-egyenlo˝tlense´g az (M, g) sokasa´gon, azaz
G−1α,p,n = inf
u∈C∞0 (M)\{0}
‖∇gu‖θLp‖u‖1−θLα(p−1)+1
‖u‖Lαp , (13)
mi to¨bb ro¨gz´ıtett α ∈ (1, n
n−p ] esete´n akkor e´s csakis akkor le´tezik valamely x0 pont
ko¨re´ koncentra´lo´do´ korla´tos e´s pozit´ıv extrema´lis fu¨ggve´ny az e´les (GN1)α,pGα,p,n Gagliardo–
Nirenberg-egyenlo˝tlense´gben, ha (M, g) izometrikus az Rn euklideszi te´rrel.
A 2.7. te´telhez hasonlo´ eredme´nyeket fogalmazhatunk meg a (GN2)α,pC , (LS)
p
C e´s (FK)
p
C egyen-
lo˝tlense´gekre vonatkozo´an is, mi to¨bb a [60] e´s [61] dolgozataimban a Gagliardo–Nirenberg-egy-
enlo˝tlense´gto˝l enyhe´n elte´ro˝ – de me´gis ugyanabba a kategoria´ba sorolhato´ – Morrey–Szoboljev-
fe´le illetve Szoboljev-fe´le interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gekre ne´zve szinte´n a 2.6. e´s 2.7. te´telekhez
hasonlo´ eredme´nyeket sikeru¨lt igazolnom. Ve´gezetu¨l megeml´ıtem, hogy nemnegat´ıv Ricci-
go¨rbu¨letu˝ teljes Riemann-sokasa´gokon az egyetlen ismert magasabb rendu˝ rigidita´si eredme´nyt
nemre´gen E. Barbosaval igazoltuk a [53] dolgozatban, amelyben a ta´volsa´gfu¨ggve´ny Laplace-
e´rte´ke´t megfelelo˝en kontrolla´lva tova´bbi go¨rbu¨leti megko¨te´shez jutottunk.
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3. E´les bizonytalansa´gi elvek
A bizonytalansa´gi elvek egy adott fizikai re´szecske helyzete´nek e´s momentuma´nak egyideju˝ ta-
nulma´nyoza´sa´na´l – a kvantummechanika egyik alapke´rde´se´ne´l – jelennek meg. Ebben a pontban
Riemann/Finsler-sokasa´gok go¨rbu¨lete´to˝l fu¨ggo˝ bizonytalansa´gi elveket vizsga´lunk.
Tekintsu¨k a p, q ∈ R e´s n ∈ N sza´mokat u´gy, hogy
0 < q < 2 < p e´s 2 < n <
2(p− q)
p− 2 , (14)
tova´bba´ jelo¨lje ‖ · ‖ e´s ‖ · ‖∗ az Rn egy tetszo˝leges norma´ja´t, illetve annak dua´lisa´t. Tekintsu¨k
a Caffarelli–Kohn–Nirenberg-fe´le(∫
Rn
‖∇u(x)‖2∗dx
)(∫
Rn
|u(x)|2p−2
‖x‖2q−2 dx
)
≥ (n− q)
2
p2
(∫
Rn
|u(x)|p
‖x‖q dx
)2
, ∀u ∈ C∞0 (Rn)
(CKN)
egyenlo˝tlense´get (la´sd [11]).
Ko¨zvetlen sza´mola´ssal bizony´ıthato´ (la´sd Xia [50]), hogy (n−q)
2
p2
a legjobb a´llando´ a (CKN)
egyenlo˝tlense´gben, valamint – transzla´cio´to´l e´s ska´la´za´sto´l eltekintve – az
uλ(x) =
(
λ+ ‖x‖2−q) 12−p , λ > 0
az egyetlen extrema´lis fu¨ggve´nyoszta´ly.
A (CKN) egyenlo˝tlense´g p→ 2 e´s q → 0 hata´rhelyzete a jo´l ismert,(∫
Rn
‖∇u(x)‖2∗dx
)(∫
Rn
‖x‖2u2(x)dx
)
≥ n
2
4
(∫
Rn
u2(x)dx
)2
, ∀u ∈ C∞0 (Rn) (HPW)
alaku´ Heisenberg–Pauli–Weyl-fe´le bizonytalansa´gi elvet eredme´nyezi, amely a kvantummecha-
nika´ban azt mondja ki (la´sd Heisenberg [28]), hogy egy adott re´szecske helyzete´t e´s momen-
tuma´t egyideju˝leg nem lehet pontosan meghata´rozni. A Pauli e´s Weyl a´ltal megfogalmazott
[48], parcia´lis differencia´legyenletek nyelvezete´re e´pu¨lo˝ (HPW) egyenlo˝tlense´g pontosan ezt
a fizikai jelense´get fejezi ki. A (HPW) egyenlo˝tlense´gben a legjobb a´llando´ n
2
4
, tova´bba´ –
transzla´cio´to´l e´s ska´la´za´sto´l eltekintve – a Gauss-fe´le
uλ(x) = e
−λ‖x‖2 , λ > 0
fu¨ggve´nyek ke´pezik az egyetlen extrema´lis fu¨ggve´nyoszta´lyt.
A (CKN) p → 2 e´s q → 2 hata´rhelyzete a szingula´ris tagot tartalmazo´ parcia´lis differen-
cia´legyenletek egyik me´rfo¨ldko¨ve´nek mino˝su¨l, e´spedig a nevezetes∫
Rn
‖∇u(x)‖2∗dx ≥
(n− 2)2
4
∫
Rn
u2(x)
‖x‖2 dx, ∀u ∈ C
∞
0 (Rn) (HP)
Hardy–Poincare´ bizonytalansa´gi elvet eredme´nyezi. A (HP) egyenlo˝tlense´gben a legjobb a´llando´
(n−2)2
4
, viszont egyetlen nemnulla extrema´lis fu¨ggve´ny sem le´tezik (la´sd Adimurthi, Chaudhuri
e´s Ramaswamy [1], Barbatis, Filippas e´s Tertikas [8], Brezis e´s Va´zquez [10], Filippas e´s Tertikas
[21], valamint Ghoussoub e´s Moradifam [24] munka´it).
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3.1. Heisenberg–Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elv Riemann-sokasa´-
gokon
Eredeti megfogalmaza´sa o´ta a Heisenberg–Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elv folyamatos kutata´si
te´ma´t szolga´ltatott a matematikai fizika´ban, to¨bbek ko¨zo¨tt ma´r kompakt e´s nemkompakt
Riemann-sokasa´gokon is tanulma´nyozta´k azt (la´sd Carron [12], Erb [20], valamint Kombe e´s
O¨zaydin [30, 31] munka´it). Ennek ellene´re keve´s olyan eredme´ny tala´lhato´ a szakirodalomban,
amely a Heisenberg–Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elvet az e´lesse´g szempontja´bo´l vizsga´lja. En-
nek megfelelo˝en a jelen pontban teljes le´ıra´st adunk a Riemann-sokasa´gokon megfogalmazott
e´les Heisenberg–Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elvre.
Tekintsu¨k az n ≥ 2 dimenzio´s, nemkompakt, teljes (M, g) Riemann-sokasa´gon megfogalma-
zott, tetszo˝legesen ro¨gz´ıtett x0 ∈M ponthoz ta´rs´ıtott(∫
M
|∇gu|2dVg
)(∫
M
d2x0u
2dVg
)
≥ n
2
4
(∫
M
u2dVg
)2
, ∀u ∈ C∞0 (M) (HPW)x0
Heisenberg–Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elvet.
Pozit´ıvan go¨rbu¨lt terek esete´n a ko¨vetkezo˝ rigidita´si eredme´ny igazolhato´.
3.4. Te´tel. (Krista´ly [58]) Legyen (M, g) egy n ≥ 2 dimenzio´s, nemnegat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝,
teljes Riemann-sokasa´g. Ekkor egyene´rte´ku˝ek a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok:
(a) teljesu¨l a (HPW)x0 valamely x0 ∈M pont esete´n;
(b) teljesu¨l a (HPW)x0 ba´rmely x0 ∈M pont esete´n;
(c) (M, g) izometrikus az Rn euklideszi te´rrel.
A 3.4. te´tel egy ero˝s rigidita´st mutat, hiszen – az interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gekkel ellente´tben
– nem le´tezik elo˝bbinek olyan kvantitat´ıv forma´ja, amely leheto˝se´get adna a Perelman-fe´le
homotopikus rigidita´s alkalmaza´sa´ra.
A negat´ıvan go¨rbu¨lt terek esete´n a helyzet le´nyegesen ma´s. Tetszo˝leges c ≤ 0 sza´m esete´n
e´rtelmezzu¨k a
ctc(r) =
{
1
r
, ha c = 0,√−c coth(r√−c), ha c < 0 (15)
fu¨ggve´nyt, tova´bba´ ennek megfelelo˝en tekintsu¨k a Dc : [0,∞)→ R leke´peze´st u´gy, hogy
Dc(ρ) =
{
0, ha ρ = 0,
ρctc(ρ)− 1, ha ρ > 0.
Mivel Dc ≥ 0, a Heisenberg–Pauli–Weyl elvnek egy olyan kvantitat´ıv forma´ja´t mutatjuk meg,
amelynek bizony´ıta´sa a divergenciate´telen e´s a Bishop–Gromov o¨sszehasonl´ıta´si elven alapszik.
3.5. Te´tel. (Krista´ly [58])] Legyen (M, g) egy olyan n ≥ 2 dimenzio´s Hadamard-sokasa´g,
amelynek metszetgo¨rbu¨lete´t5 felu¨lro˝l a tetszo˝legesen ro¨gz´ıtett c ≤ 0 sza´m korla´tozza. Ekkor
tetszo˝leges x0 ∈M e´s u ∈ C∞0 (M) esete´n, fenna´ll(∫
M
|∇gu|2dVg
)(∫
M
d2x0u
2dVg
)
≥ n
2
4
(∫
M
(
1 +
n− 1
n
Dc(dx0)
)
u2dVg
)2
.
5A metszetgo¨rbu¨letre a szekciona´lis go¨rbu¨let fogalom is haszna´latos; angol szakirodalomban: sectional cur-
vature, la´sd do Carmo [16].
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A jelen pont fo˝eredme´nye´nek a ko¨vetkezo˝ te´tel tekintheto˝.
3.6. Te´tel. (Krista´ly [58]) Legyen (M, g) egy n ≥ 2 dimenzio´s Hadamard-sokasa´g.
(i) [E´lesse´g] Az (M, g) sokasa´g ba´rmely x0 ∈ M pontja´ra teljesu¨l a (HPW)x0 Heisenberg–
Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elv, mi to¨bb az n
2
4
a´llando´ e´les, azaz
n2
4
= inf
u∈C∞0 (M)\{0}
(∫
M
|∇gu|2dVg
)(∫
M
d2x0u
2dVg
)
(∫
M
u2dVg
)2 .
(ii) [Extrema´lisok] A ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok egyene´rte´ku˝ek:
(a) valamely x0 ∈ M pont esete´n a (HPW)x0 egyenlo˝tlense´g optima´lis n
2
4
a´llando´ja
ele´ro˝dik egy pozit´ıv extrema´lisra;
(b) ba´rmely x0 ∈ M pont esete´n a (HPW)x0 egyenlo˝tlense´g e´les n
2
4
a´llando´ja ele´ro˝dik
egy pozit´ıv extrema´lisra;
(c) (M, g) izometrikus az Rn euklideszi te´rrel.
Az e´les interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gekkel ellente´tben a 3.6. te´telben szereplo˝ e´les eredme´nyek
nem ko¨vetelik meg a Cartan–Hadamard-sejte´s fenna´lla´sa´t. Ra´ada´sul a 3.6. te´tel egy hiba´t
jav´ıt ki Kombe e´s O¨zaydin [31] dolgozata´ban, amelyben a szerzo˝k te´vesen azt a´ll´ıtja´k, hogy a
hiperbolikus tereken e´rtelmezett (HPW)x0 egyenlo˝tlense´gben le´tezik extrema´lis fu¨ggve´ny.
3.2. Hardy–Poincare´ bizonytalansa´gi elv Riemann-sokasa´gokon
A go¨rbu¨let e´s a po´lusok (ma´ske´ppen szingularita´sok) fu¨ggve´nye´ben e´les Hardy–Poincare´ bi-
zonytalansa´gi elveket is igazolhatunk Riemann-sokasa´gokon.
A Bishop–Gromov o¨sszehasonl´ıta´si elvet alkalmazva, elo˝szo¨r az egypo´lusu´ Hardy–Poincare´-
egyenlo˝tlense´g kvantitat´ıv va´ltozata´t mutatjuk meg Hadamard-sokasa´gokon.
3.7. Te´tel. (Krista´ly [58]) Legyen (M, g) olyan n ≥ 2 dimenzio´s Hadamard-sokasa´g, amelynek
metszetgo¨rbu¨lete´t felu¨lro˝l a tetszo˝legesen ro¨gz´ıtett c ≤ 0 sza´m korla´tozza. Ekkor∫
M
|∇gu|2dVg ≥ (n− 2)
2
4
∫
M
(
1 +
2(n− 1)
n− 2 Dc(dx0)
)
u2
d2x0
dVg, ∀x0 ∈M,u ∈ C∞0 (M), (HP)x0
mi to¨bb az (n−2)
2
4
a´llando´ e´les, viszont az egyetlen nemnulla fu¨ggve´nyre sem e´ro˝dik el.
A ko¨vetkezo˝ eredme´ny azt mutatja meg, hogy mine´l ero˝teljesebb a go¨rbu¨let, anna´l jobban
javul a Hardy–Poincare´ bizonytalansa´gi elv Hadamard-sokasa´gok esete´n.
3.8. Te´tel. (Krista´ly [58]) Legyen (M, g) olyan n ≥ 2 dimenzio´s Hadamard-sokasa´g, amelynek
metszetgo¨rbu¨lete´t felu¨lro˝l a tetszo˝legesen ro¨gz´ıtett c ≤ 0 sza´m korla´tozza. Ekkor tetszo˝leges
x0 ∈M e´s u ∈ C∞0 (M) esete´n, fenna´ll∫
M
|∇gu|2dVg ≥ (n− 2)
2
4
∫
M
u2
d2x0
dVg +
3|c|(n− 1)(n− 2)
2
∫
M
u2
pi2 + |c|d2x0
dVg;
mi to¨bb – fu¨ggetlenu¨l a ma´sodik tag viselkede´se´to˝l – az (n−2)
2
4
a´llando´ e´les.
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Hasonlo´ e´rvele´s re´ve´n, a Finsler–Hadamard-sokasa´gok esete´n a Hardy–Poincare´ bizonyta-
lansa´gi elvnek egy olyan va´ltozata is igazolhato´, amelyet a 4 szakaszban bemutatott alkal-
maza´sok sora´n haszna´lunk majd fel (a Finsler-sokasa´g defin´ıcio´ja pa´r sorral ala´bb olvashato´).
3.9. Te´tel. (Farkas, Krista´ly e´s Varga [57]) Legyen (M,F ) egy n ≥ 3 dimenzio´s, eltu˝no˝ S-
go¨rbu¨letu˝ Finsler–Hadamard-sokasa´g e´s ro¨gz´ıtsu¨k tetszo˝legesen az x0 ∈M pontot. Ekkor∫
M
[F ∗(x,−D(|u|)(x))]2 dVF (x) ≥ (n− 2)
2
4
∫
M
u2(x)
d2F (x0, x)
dVF (x), ∀u ∈ C∞0 (M), (16)
ahol az (n−2)
2
4
a´llando´ e´les, viszont az egyetlen nemnulla fu¨ggve´nyre sem e´ro˝dik el6.
A Hardy–Poincare´-egyenlo˝tlense´g kiterjeszte´se´re to¨bb mo´dozat is van. Az egyik leheto˝se´g a
Hardy–Poincare´-egyenlo˝tlense´g ma´sodrendu˝ forma´ja´t ado´ Rellich-egyenlo˝tlense´g, amelynek e´les
forma´it a [68] dolgozatban D. Repovsˇsal adtuk meg. Egy ma´sik leheto˝se´g a ko¨vetkezo˝ te´telben
kijelentett to¨bbpo´lusu´ Hardy–Poincare´-egyenlo˝tlense´g.
3.10. Te´tel. (Faraci, Farkas e´s Krista´ly [54]) Legyen (M, g) egy n ≥ 3 dimenzio´s teljes
Riemann-sokasa´g e´s m ≥ 2 esete´n jelo¨lje S = {x1, ..., xm} ⊂ M a po´lusok halmaza´t. Ha
minden i ∈ {1, ...,m} esete´n di = dg(·, xi), akkor∫
M
|∇gu|2dVg ≥ (n− 2)
2
m2
∑
1≤i<j≤m
∫
M
∣∣∣∣∇gdidi − ∇gdjdj
∣∣∣∣2 u2dVg
+
n− 2
m
m∑
i=1
∫
M
di∆gdi − (n− 1)
d2i
u2dVg, ∀u ∈ C∞0 (M), (17)
mi to¨bb a ke´tpo´lusu´ esetben az (n−2)
2
m2
∣∣∣
m=2
= (n−2)
2
4
a´llando´ e´les a (17) egyenlo˝tlense´gben.
4 Elliptikus proble´ma´k Finsler-sokasa´gokon
Ebben a szakaszban Finsler-sokasa´gokon e´rtelmezett elliptikus proble´ma´k ta´rgyala´sakor megje-
leno˝ Szoboljev-egyenlo˝tlense´gek ne´ha´ny alkalmaza´si leheto˝se´ge´t mutatjuk be. E´ppen eze´rt te-
kintsu¨nk egy n ≥ 2 dimenzio´s o¨sszefu¨ggo˝ M sokasa´got e´s annak a TM = ⋃x∈M TxM e´rinto˝nya-
la´bja´t. E´rtelmeze´s szerint az (M,F ) pa´rost Finsler-sokasa´gnak nevezzu¨k, ha az F : TM →
[0,∞) folytonos fu¨ggve´ny teljes´ıti a ko¨vetkezo˝ felte´teleket:
(a) F ∈ C∞(TM \ {0});
(b) F (x, tv) = tF (x, v) minden t ≥ 0 e´s (x, v) ∈ TM esete´n;
(c) a v =
∑n
i=1 v
i ∂
∂xi
ira´nyhoz tartozo´,
gij(x, v) :=
1
2
∂2
∂vi∂vj
F 2(x, v) (18)
elemekkel le´ırt g = [gij (x, v)]i,j=1,...,n ∈ Rn×n ma´trix pozit´ıv definit minden (x, v) ∈
TM \ {0} esete´n.
6F ∗(x, ·) az F (x, ·) dua´lisa, dF az (M,F ) Finsler-sokasa´g ta´volsa´gfu¨ggve´nye, mı´g az S-go¨rbu¨let az e´rinto˝terek
“va´ltoza´sa´t” me´ri, la´sd [57].
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Megjegyezzu¨k, hogy amennyiben F (x, tv) = |t|F (x, v) minden t ∈ R e´s (x, v) ∈ TM esete´n,
akkor az (M,F ) Finsler-sokasa´got reverzibilisnek nevezzu¨k, tova´bba´, ha gij(x, v) fu¨ggetlen a v
ira´nyto´l, akkor az (M,F ) Finsler-sokasa´g a jo´l ismert Riemann-sokasa´g fogalma´ra reduka´lo´dik.
Uto´bbi esetben a gij(x, v) jelo¨le´s helyett a gij(x) kifejeze´st is haszna´ljuk.
Egy differencia´lhato´ norma´val felruha´zott ve´ges dimenzio´s vektorteret Minkowski-te´rnek
nevezu¨nk, amely transzla´cio´k re´ve´n egy olyan Finsler-sokasa´got induka´l, amelyre az F (x, v)
fu¨ggve´nye´rte´k fu¨ggetlen az x pontto´l. Egy ma´sik fontos Finsler-sokasa´goszta´lyt az u´n. Randers-
terek ke´peznek, melyekro˝l a ke´so˝bbiekben esik szo´.
Elliptikus parcia´lis differencia´legyenletek ta´rgyala´sa´hoz elengedhetetlen az adott sokasa´g fe-
lett e´rtelmezett Szoboljev-terek tulajdonsa´gainak alapos ismerete. A teljes Riemann-sokasa´gok,
tova´bba´ a kompakt Finsler-sokasa´gok felett e´rtelmezett Szoboljev-terek elme´lete leza´rt prob-
le´mako¨rnek mino˝s´ıtheto˝ (la´sd Hebey [26], valamint Ohta e´s Sturm [37] munka´it), viszont a
nemkompakt Finsler-sokasa´gok esete´n ez a ke´rde´s jo´val bonyolultabb. Az uto´bbi ke´rde´s megva´-
laszolatlansa´ga mostana´ig leszu˝k´ıtette az alkalmaza´sok ska´la´ja´t ezeken a nemeuklideszi geomet-
riai struktu´ra´kon. A ko¨vetkezo˝ pontokban ezekkel a ke´rde´sko¨ro¨kkel foglalkozunk, kimutatva
egyre´szt a Riemann- e´s Finsler-geometria´k ko¨zo¨tti me´ly elme´leti ku¨lo¨nbse´geket, tova´bba´ alkal-
maza´sokat is adva nemkompakt Finsler-sokasa´gokon e´rtelmezett elliptikus proble´ma´kra.
4.1. Szoboljev-terek Finsler-sokasa´gokon
Legyen (M,F ) egy Finsler-sokasa´g e´s tekintsu¨k a hozza´rendelt
rF = sup
x∈M
sup
v∈TxM\{0}
F (x, v)
F (x,−v) (19)
reverzibilita´si a´llando´t (la´sd Rademacher [41]). Nyilva´nvalo´, hogy rF ≥ 1 (so˝t rF aka´r ve´gtelen
is lehet), tova´bba´ az rF = 1 egyenlo˝se´g akkor e´s csakis akkor teljesu¨l, ha (M,F ) reverzibilis.
Az (M,F ) Finsler-sokasa´ghoz rendelt
lF = inf
x∈M
inf
y,v,w∈TxM\{0}
g(x,v)(y, y)
g(x,w)(y, y)
sza´mot egyenletesse´gi a´llando´nak nevezzu¨k, amely az (M,F ) Finsler-sokasa´gnak (valamint an-
nak (M,F ∗) dua´lisa´nak) az M sokasa´gon e´rtelmezheto˝ o¨sszes lehetse´ges Riemann-struktu´ra´to´l
valo´
”
elte´re´se´t” adja meg. E´szreveheto˝, hogy lF ≤ 1, tova´bba´ lF = 1 akkor e´s csakis akkor, ha
(M,F ) Riemann-sokasa´g. Igazolhato´, hogy lF r
2
F ≤ 1.
Tekintsu¨k az (M,F ) Finsler-sokasa´g felett e´rtelmezett
W 1,2(M,F,m) :=
{
u ∈ W 1,2loc (M) :
∫
M
[F ∗(x,Du(x))]2 dm(x) < +∞
}
Szoboljev-teret, tova´bba´ legyen W 1,20 (M,F,m) a C
∞
0 (M) te´rnek a
‖u‖F :=
(∫
M
[F ∗(x,Du(x))]2 dm(x) +
∫
M
u2(x)dm(x)
)1/2
(20)
norma a´ltali leza´ra´sa, ahol dm(x) = dVF (x) a terme´szetes Haussdoff-me´rte´ket jelo¨li. Megje-
gyezzu¨k, hogy ‖ · ‖F rendszerint egy aszimmetrikus norma. A tova´bbiakban az F fu¨ggve´nynek
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az
Fs(x, y) =
(
F 2(x, y) + F 2(x,−y)
2
)1/2
, (x, y) ∈ TM
alaku´ szimmetriza´ltja´t is haszna´lni fogjuk.
Ha az (M,F ) Finsler-sokasa´g az (M, g) Riemann-sokasa´ggal egyezik meg, a W 1,2(M,F,m)
Szoboljev-te´r a Riemann-sokasa´gok felett e´rtelmezett H1g (M) Szoboljev-te´rrel esik egybe (la´sd
Hebey [26] munka´ja´t). Az ideva´go´ elso˝ fo˝eredme´nyu¨nk a ve´ges reverzibilita´su´ Finsler-sokasa´-
gokra vonatkozik.
4.1. Te´tel. (Farkas, Krista´ly e´s Varga [57]) Legyen (M,F ) egy n ≥ 2 dimenzio´s, rF < +∞
ve´ges reverzibilita´si a´llando´ju´, teljes Finsler-sokasa´g. Ekkor (W 1,20 (M,F,m), ‖ · ‖Fs) reflex´ıv
Banach-te´r, tova´bba´ a ‖ · ‖Fs e´s ‖ · ‖F norma´k ekvivalensek. Saja´tosan fenna´llnak az(
1 + r2F
2
)−1/2
‖u‖F ≤ ‖u‖Fs ≤
(
1 + r−2F
2
)−1/2
‖u‖F , ∀u ∈ W 1,20 (M,F,m) (21)
egyenlo˝tlense´gek is.
Azonnal ko¨vetkezik, hogy a 4.1. te´tel ba´rmilyen Riemann-sokasa´gra, kompakt Finsler-so-
kasa´gra, vagy Minkowski-te´rre is alkalmazhato´. Ellenben vannak olyan ve´gtelen reverzibilita´si
a´llando´ju´ Finsler-sokasa´gok, amelyekre a (21) egyenlo˝tlense´gpa´r nem teljesu¨l. Erre vonatkozo´
(ellen)pe´lda´t az a ∈ [0, 1] parame´terto˝l fu¨ggo˝, Fa : Be(0, 1)× Rn → R,
Fa(x, y) =
√|y|2 − (|x|2|y|2 − 〈x, y〉2)
1− |x|2 + a
〈x, y〉
1− |x|2 , x ∈ Be(0, 1), y ∈ TxBe(0, 1) = R
n (22)
alaku´ fu¨ggve´ny a´ltal implika´lt Funk-t´ıpusu´ metrika´val felruha´zott, n ≥ 2 dimenzio´s Be(0, 1)
euklideszi egyse´ggolyo´n szerkeszthetu¨nk. Igazolhato´, hogy (Be(0, 1), Fa) Randers-te´r, mi to¨bb
az a = 0 e´s a = 1 saja´tos esetekben a (Be(0, 1), Fa) sokasa´g a jo´l ismert Klein-modellnek, illetve
a szoka´sos finsleri Funk-modellnek felel meg. A ko¨vetkezo˝ meglepo˝ eredme´nyt tudtuk igazolni.
4.2. Te´tel. (Krista´ly e´s Rudas [70]) Ha a ∈ [0, 1], akkor a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok egyene´rte´ku˝ek:
(i) W 1,20 (Be(0, 1), Fa,ma) egy R-feletti vektorteret alkot;
(ii) rFa < +∞;
(iii) a ∈ [0, 1).
A 4.2. te´tel saja´tosan kimondja, hogy az a = 1 esetnek megfelelo˝ (Be(0, 1), F1) Funk-modell
felett e´rtelmezett Szoboljev-te´r me´g csak nem is vektorte´r, mivel ekkor rF1 = +∞. Az uto´bbi
mega´llap´ıta´s egyben kimutatja a 4.1. te´tel optimalita´sa´t a reverzibilita´si a´llando´ ve´gesse´ge´nek
szemszo¨ge´bo˝l.
4.2. Szublinea´ris proble´ma´k a Funk-golyo´n
Tekintsu¨k a { −∆Fau(x) = λκ(x)h(u(x)), x ∈ Be(0, 1),
u(x)→ 0, ha |x| → 1, (Pλ)
elliptikus proble´ma´t, ahol a ∈ [0, 1), Fa a (22) a´ltal megadott Funk-metrika, λ ≥ 0 parame´ter,
κ ∈ L1(Be(0, 1)) ∩ L∞(Be(0, 1)), valamint h : [0,∞)→ R egy olyan folytonos fu¨ggve´ny, amely
teljes´ıti a ko¨vetkezo˝ felte´teleket:
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(h1) h(s) = o(s), ha s→ 0+ e´s s→∞;
(h2) H(s0) > 0 valamely s0 > 0 esete´n, ahol H(s) =
∫ s
0
h(t)dt.
Vegyu¨k e´szre, hogy a (h1) felte´tel a h fu¨ggve´ny ve´gtelenbeli szublinea´ris viselkede´se´t vonja
maga uta´n, mi to¨bb a (h1) e´s (h2) megko¨te´sek miatt a ch := maxs>0
h(s)
s
sza´m jo´l e´rtelmezett
e´s pozit´ıv.
4.3. Te´tel. (Krista´ly e´s Rudas [70]) Legyen a ∈ [0, 1) egy ro¨gz´ıtett sza´m, κ ∈ L1(Be(0, 1)) ∩
L∞(Be(0, 1))\{0} egy nemnegat´ıv radia´lisan szimmetrikus fu¨ggve´ny e´s h : [0,∞)→ R egy olyan
folytonos fu¨ggve´ny, amely teljes´ıti a (h1) e´s (h2) felte´teleket. Ekkor e´rve´nyesek a ko¨vetkezo˝
a´ll´ıta´sok:
(i) a (Pλ) feladatnak csak a nulla megolda´sa van, mido˝n 0 ≤ λ < c−1h ‖κ‖−1L∞ (n−1)
2(1−a2)n+12
4(1+a)2
;
(ii) le´tezik olyan λ˜ > 0, hogy ba´rmely λ > λ˜ parame´ter esete´n a (Pλ) feladatnak van legala´bb
ke´t nemnulla, nemnegat´ıv e´s radia´lisan szimmetrikus gyenge megolda´sa.
A 4.3. te´tel bizony´ıta´sa a ko¨vetkezo˝ mo´don zajlik. Elo˝szo¨r is az (i) pontna´l egy direkt sza´mola´ssal
kihaszna´ljuk a ch > 0 sza´m jellege´t. Ma´sodsorban a (ii) pont igazola´sa e´rdeke´ben, a (Pλ)
feladathoz a (W 1,20 (Be(0, 1), Fa,ma), ‖ · ‖Fa) Szoboljev-te´ren e´rtelmezett terme´szetes Jλ ener-
giafunkciona´lt rendelju¨k, amelynek kritikus pontjai a feladat gyenge megolda´sai lesznek (la´sd
a [67] monogra´fia´nkat hasonlo´ elja´ra´s miatt). Mivel a (Be(0, 1), Fa) Finsler-sokasa´g nem kom-
pakt, eze´rt megszerkesztju¨k az elo˝bbi Szoboljev-te´r azon radia´lisan szimmetrikus fu¨ggve´nyeibo˝l
a´llo´ leszu˝k´ıte´se´t, amely kompakt mo´don bea´gyazhato´ megfelelo˝ exponensu˝ Lebesgue-terekbe.
LegyenRλ az Jλ le´szu˝k´ıte´se az uto´bbi re´szte´rre. Kihaszna´lva a varia´cio´sza´mı´ta´s direkt minima-
liza´cio´val e´s a
”
mountain pass” te´tellel kapcsolatos alapveto˝ eredme´nyeit, igazoljuk hogy az Rλ
energiafu¨ggve´nynek van legala´bb egy globa´lis minimuma e´s egy
”
mountain pass” t´ıpusu´ kriti-
kus pontja. Az Jλ energiafu¨ggve´ny ortogona´lis csoportokkal szembeni invariancia´ja, tova´bba´ a
kritikus szimmetriaelv (la´sd Palais [38]) maga uta´n vonja, hogy az Rλ ke´t elo˝bb kapott kritikus
pontja a (Pλ) feladat radia´lisan szimmetrikus megolda´sai lesznek.
4.3. Egypo´lusu´ Poisson-egyenletek Finsler–Hadamard-sokasa´gokon
Legyen (M,F ) egy n ≥ 3 dimenzio´s, nem felte´tlenu¨l reverzibilis Finsler–Hadamard-sokasa´g,
jelo¨lje Ω ennek egy ny´ılt korla´tos re´szhalmaza´t, mı´g x0 ∈ Ω az uto´bbinak egy tetszo˝legesen
ro¨gz´ıtett pontja´t. Ebben a re´szben a µ ∈ R parame´terrel e´s az
LµFu = ∆F (−u)− µ
u
d2F (x0, x)
, u ∈ W 1,20 (Ω, F,m)
szingula´ris Finsler–Laplace-opera´torral le´ırt{ LµFu(x) = 1, x ∈ Ω,
u(x) = 0, x ∈ ∂Ω (P
µ
Ω)
egypo´lusu´ Poisson-egyenletre vonatkozo´an adunk meg ne´ha´ny eredme´nyt.
Legyen a tova´bbiakban µ˜ := n−2
2
. A ko¨vetkezo˝ te´tel egy egye´rtelmu˝se´gi eredme´nyt jelent ki
az egypo´lusu´ (PµΩ) Poisson-egyenletre ne´zve.
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4.4. Te´tel. (Farkas, Krista´ly e´s Varga [57]) Legyen (M,F ) egy n ≥ 3 dimenzio´s, pozit´ıv
lF egyenletesse´gi a´llando´ju´ e´s eltu˝no˝ S-go¨rbu¨letu˝ Finsler–Hadamard-sokasa´g. Ha Ω ⊂ M egy
ny´ılt korla´tos re´szhalmaz e´s x0 ∈ Ω egy ro¨gz´ıtett pont, akkor a (PµΩ) egyenletnek pontosan egy
nemnegat´ıv megolda´sa van ba´rmilyen µ ∈ [0, lF r−2F µ˜2) esete´n.
A 4.4. te´tel bizony´ıta´sa´hoz az egypo´lusu´ Poisson-egyenlethez hozza´rendelt Eµ : W 1,20 (Ω, F,m)→
R energiafu¨ggve´ny tulajdonsa´gait kell alaposan kiakna´zni. A 3.9. te´telben kijelentett e´les
Hardy–Poincare´ egyenlo˝tlense´g e´s az abbo´l sza´rmazo´ Eµ fu¨ggve´ny szigoru´ konvexita´sa, tova´bba´
a varia´cio´sza´mı´ta´s alapte´tele alapja´n bela´thato´, hogy az Eµ energiafu¨ggve´nynek pontosan egy
globa´lis minimuma van, ami a (PµΩ) egyetlen megolda´sa´t szolga´ltatja.
A tova´bbiakban a (PµΩ) Poisson-egyenlet ne´ha´ny kvalitat´ıv tulajdonsa´ga´t jellemezzu¨k. A
ko¨zo¨nse´ges differencia´legyenletek elme´lete´bo˝l azonnal ko¨vetkezik, hogy a f
′′(r) + (n− 1)f ′(r)ctc(r) + µf(r)r2 + 1 = 0, r ∈ (0, ρ],
f(ρ) = 0,
∫ ρ
0
f ′(r)2rn−1dr <∞ (Q
µ
c,ρ)
feladatnak pontosan egy megolda´sa van tetszo˝legesen ro¨gz´ıtett µ ∈ [0, µ˜2), c ≤ 0 e´s ρ > 0
sza´mokra, amit a tova´bbiakban a σµ,ρ,c alakban jelo¨lu¨nk.
Az elso˝ ilyen kvalitat´ıv tulajdonsa´g – amely az LµF opera´torra vonatkozo´ o¨sszehasonl´ıta´si
elvre alapszik – megmutatja, hogy a go¨rbu¨let
”
behata´rolja” a Poisson-egyenlet megolda´sa´t.
4.5. Te´tel. (Farkas, Krista´ly e´s Varga [57]) A 4.4. te´tel felte´telei mellett tegyu¨k fel, hogy az
(M,F ) Finsler-sokasa´g ira´ny menti go¨rbu¨lete7 teljes´ıti a c1 ≤ K ≤ c2 ≤ 0 ke´toldalu´ becsle´st.
Ekkor a (PµΩ) feladat egyetlen u megolda´sa´ra teljesu¨l a
σµ,ρ1,c1(dF (x0, x)) ≤ u(x) ≤ σµ,ρ2,c2(dF (x0, x)) m.m. x ∈ B+F (x0, ρ1)
ke´toldalu´ becsle´s, ahol ρ1 = sup{ρ > 0 : B+F (x0, ρ) ⊂ Ω}8 e´s ρ2 = inf{ρ > 0 : Ω ⊂ B+F (x0, ρ)}.
Saja´tosan, ha K = c ≤ 0 e´s Ω = B+F (x0, ρ) valamely ρ > 0 esete´n, akkor σµ,ρ,c(dF (x0, ·)) a
(Pµ
B+F (x0,ρ)
) feladat egyetlen megolda´sa.
A 4.5. te´tel ford´ıtottja – amely a Finsler-sokasa´gokon e´rve´nyes Bishop-Gromov-t´ıpusu´ o¨ssze-
hasonl´ıta´si elv egyenlo˝se´gi esete´re vezeto˝dik vissza – kimondja, hogy a Poisson-egyenlet meg-
olda´sa meghata´rozza a go¨rbu¨letet.
4.6. Te´tel. (Farkas, Krista´ly e´s Varga [57]) A 4.4. te´tel felte´telei mellett tegyu¨k fel, hogy az
(M,F ) Finsler-sokasa´g ira´ny menti go¨rbu¨lete teljes´ıti a K ≤ c ≤ 0 becsle´st. Legyenek µ ∈
[0, lF r
−2
F µ˜
2) e´s x0 ∈ M ro¨gz´ıtettek. Ha valamely ρ > 0 esete´n a σµ,ρ,c(dF (x0, ·)) fu¨ggve´ny a
(Pµ
B+F (x0,ρ)
) feladat egyetlen megolda´sa a B+F (x0, ρ) \ {x0} halmazon, akkor K(·; γ˙x0,y(t)) = c
minden t ∈ [0, ρ) e´s y ∈ Tx0M \ {0} va´laszta´sra, ahol γx0,y a γx0,y(0) = x0 e´s γ˙x0,y(0) = y
kezdo˝e´rte´kekkel ella´tott a´llando´ sebesse´gu˝ geodetikus vonalat jelo¨li.
7Az ira´ny menti go¨rbu¨letre a za´szlo´go¨rbu¨let fogalom is haszna´latos; angol szakirodalomban: flag curvature,
la´sd Bao, Chern e´s Shen [7].
8B+F (x0, ρ) = {x ∈M : dF (x, x0) < ρ}.
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4.5. Megjegyze´s. Ha (M,F ) az (M, g) Hadamard-sokasa´ggal esik egybe (vagyis saja´tosan az
ira´ny menti- e´s metszetgo¨rbu¨letek megegyeznek), akkor – a (PµΩ) Poisson-egyenlet megolda´sfor-
ma´ja´nak fu¨ggve´nye´ben – a 4.5. e´s 4.6. te´telek, valamint az a´llando´ metszetgo¨rbu¨letu˝ Riemann-
sokasa´gok klasszifika´cio´ja´nak (la´sd do Carmo [16, 4.1. te´tel]) egyu¨ttes haszna´lata az euklideszi
e´s hiperbolikus terek egy u´jszeru˝ jellemze´se´t adja´k. Egy ilyen eredme´ny a ko¨vetkezo˝ mo´don
fogalmazhato´ meg.
4.2. Ko¨vetkezme´ny. Legyen (M, g) egy n ≥ 3 dimenzio´s Hadamard-sokasa´g, amelynek a
metszetgo¨rbu¨lete´t felu¨lro˝l a c ≤ 0 sza´m korla´tozza. Ekkor a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok egyene´rte´ku˝ek:
(i) valamely µ ∈ [0, µ˜2) e´s x0 ∈M ro¨gz´ıtett pontokra, ba´rmely ρ > 0 esete´n a σµ,ρ,c(dg(x0, ·))
fu¨ggve´ny az egyetlen megolda´sa a (PµBg(x0,ρ)) Poisson-egyenletnek a Bg(x0, ρ) \ {x0} hal-
mazon;
(ii) (M, g) izometrikus a c a´llando´go¨rbu¨letu˝ n-dimenzio´s Riemann-sokasa´ggal.
5 Elliptikus proble´ma´k Riemann-sokasa´gokon
A Finsler-sokasa´gokkal szemben a Riemann-sokasa´gokon e´rtelmezett elliptikus proble´ma´k jo´val
gazdagabb irodalmat o¨lelnek fel. Ez a te´ny annak is ko¨szo¨nheto˝, hogy a Riemann-struktu´ra´k
nagyobb mozga´steret engednek ku¨lo¨nbo¨zo˝ technika´k kidolgoza´sa´ra, mint a Finsler-sokasa´gok.
To¨rte´nelmi szempontbo´l is, a Riemann-sokasa´gokon e´rtelmezett proble´ma´k nagy e´rdeklo˝de´st
va´ltottak ki, ku¨lo¨no¨s tekintettel a nevezetes Yamabe-proble´ma´ra, amely kritikus no¨vekede´su˝
nemlinea´ris tagot tartalmazo´ elliptikus egyenlet pozit´ıv megolda´sa´nak kerese´se´re vezeto˝dik
vissza.
Ku¨lo¨nbo¨zo˝ varia´cio´s technika´kat e´s va´ratlan csoportelmele´ti mo´dszereket is felhaszna´lva,
a jelen szakaszban ne´ha´ny kompakt, illetve nemkompakt Riemann-sokasa´gokon e´rtelmezett
elliptikus proble´ma´t vizsga´lunk meg.
5.1. E´les szublinea´ris proble´ma´k kompakt Riemann-sokasa´gokon
Tekintsu¨k az
F =
{
f ∈ C(R+;R+) \ {0} : lim
s→0+
f(s)
s
= lim
s→∞
f(s)
s
= 0
}
fu¨ggve´nyoszta´lyt, ahol R+ = [0,∞). Azonnal e´szreveheto˝, hogy minden f ∈ F esete´n a
cf := max
s>0
f(s)
s
e´s cF := max
s>0
2F (s)
s2
(23)
sza´mok jo´l e´rtelmezettek e´s pozit´ıvak, ahol F (s) :=
∫ s
0
f(t)dt, s ≥ 0.
Legyen egy n ≥ 3 dimenzio´s kompakt Riemann-sokasa´g, tova´bba´ vezessu¨k be a Λ+(M) =
{α ∈ L∞(M) : essinfMα > 0} jelo¨le´st. Ro¨gz´ıtett f ∈ F e´s α, β ∈ Λ+(M) fu¨ggve´nyek esete´n
tekintsu¨k a
−∆gu (x) + α(x)u (x) = λβ(x)f(u (x)), x ∈M (Pλ)
feladatot, ahol λ ≥ 0 tetszo˝legesen ro¨gz´ıtett parame´ter. A 4.3. te´tel bizony´ıta´sa´nak gondolat-
menete´t ko¨vetve, a ko¨vetkezo˝ e´les bifurka´cio´s eredme´ny igazolhato´.
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5.1. Te´tel. (Krista´ly [63]) Legyen egy n ≥ 3 dimenzio´s kompakt Riemann-sokasa´g e´s tekintsu¨k
az f ∈ F e´s α, β ∈ Λ+(M) fu¨ggve´nyeket. Ekkor e´rve´nyesek a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok:
(i) minden 0 ≤ λ < c−1f ‖β/α‖−1L∞(M) esete´n a (Pλ) feladatnak csak a nulla megolda´sa le´tezik;
(ii) minden λ > c−1F ‖α/β‖L∞(M) esete´n a (Pλ) feladatnak le´tezik legala´bb ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ nem-
nulla megolda´sa.
5.1. Megjegyze´s. Vegyu¨k e´szre, hogy a c−1f ‖β/α‖−1L∞(M) e´s c−1F ‖α/β‖L∞(M) ku¨szo¨be´rte´kek
ko¨zo¨tti re´s tetszo˝legesen kicsi lehet. Valo´ban, ha f(s) = min{max{0, s − 1}, a − 1} valamely
a > 1 ro¨gz´ıtett sza´m esete´n, akkor f ∈ F , tova´bba´ cf = a−1a e´s cF = a−1a+1 . Eze´rt, ha
α = β ∈ Λ+(M), akkor a fenti ke´t e´rte´k tetszo˝legesen ko¨zel keru¨l egyma´shoz, mido˝n az a
egyre nagyobb e´rte´keket vesz fel.
Az 5.1. te´telnek egy stabilita´si va´ltozata is megadhato´, amely azt mondja ki, hogy az f
nemlinea´ris tag kicsi perturba´cio´ja e´s ugyanakkor ele´gge´ nagy λ parame´tere´rte´kek esete´n a
(Pλ) feladatnak me´g mindig le´tezik legala´bb ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ nemnulla megolda´sa.
Tekintsu¨k a
−4v(x) = λ|x|−m−2K(x/|x|)f(|x|mv(x)), x ∈ R2m+2 \ {0} (Sλ)
Emden-fe´le proble´ma´t, ahol f ∈ F , m ≥ 1, λ ≥ 0, K ∈ L∞(S2m+1) e´s S2m+1 a (2m + 1)-
dimenzio´s euklideszi egyse´ggo¨mbo¨t jelo¨li. Az 5.1. te´tel e´s a 3.9. te´telben kijelentett a Hardy–
Poincare´-egyenlo˝tlense´g alapja´n a ko¨vetkezo˝ bifurka´cio´s eredme´ny igazolhato´.
5.3. Te´tel. (Krista´ly [63]) Legyenek f ∈ F , K ∈ Λ+(S2m+1) e´s m ≥ 1 ro¨gz´ıtettek. Ekkor
e´rve´nyesek a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok:
(i) minden 0 ≤ λ < c−1f m2‖K‖−1L∞(S2m+1) esete´n az (Sλ) feladatnak csak a nulla megolda´sa
van;
(ii) minden λ > c−1F m
2‖K−1‖L∞(S2m+1), esete´n az (Sλ) feladatnak le´tezik legala´bb ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝
nemnulla megolda´sa.
5.2. Ke´tpo´lusu´ Schro¨dinger egyenletek a fe´lgo¨mbo¨n
A molekula´ris fizika e´s kvantumkozmolo´gia olyan elliptikus jelense´gek mege´rte´se´t szorgalmazta´k,
amelyek a Laplace-opera´tor mellett to¨bb szingularita´si tagot is tartalmaznak (la´sd pe´lda´ul a
Born–Oppenheimer approxima´cio´s elja´ra´st, vagy a Thomas–Fermi-elme´letet, amelyekben a re´-
szecske´k szingularita´sokke´nt jelennek meg). Eltekintve a te´r go¨rbu¨lete´nek a hata´sa´to´l, az ide-
tartozo´ tanulma´nyok to¨bbse´ge az euklideszi esetet ta´rgyalja.
A tova´bbiakban az Sn+ = {x = (x1, ..., xn+1) ∈ Sn : xn+1 > 0} n-dimenzio´s egyse´gfe´lgo¨mbo¨n
tanulma´nyozzuk a{
−∆gu(x) + C(n, β)u(x) = µ
∣∣∣∇gd1(x)d1(x) − ∇gd2(x)d2(x) ∣∣∣2 u(x) + |u(x)|p−2u(x), x ∈ Sn+,
u(x) = 0, x ∈ ∂Sn+
(PSn+)
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ke´tpo´lusu´ elliptikus modellproble´ma´t, ahol x1, x2 ∈ Sn+ a ke´t po´lust, g az Sn terme´szetes
Riemann-metrika´ja´t jelo¨li, di(x) = dg(x, xi), i ∈ {1, 2}, p ∈ (2, 2?) e´s µ ∈ [0, µ˜2) ro¨gz´ıtettek,
tova´bba´
C(n, β) := (n− 1)(n− 2) 7pi
2 − 3 (β + pi
2
)2
2pi2
(
pi2 − (β + pi
2
)2) ,
ahol β := max{dg(x0, x1), dg(x0, x2)} e´s x0 := (0, ..., 0, 1) ∈ Sn.
A jelen pont fo˝eredme´nye a ko¨vetkezo˝ mo´don fogalmazhato´ meg.
5.5. Te´tel. (Faraci, Farkas e´s Krista´ly [54]) Legyen Sn+ az n ≥ 3 dimenzio´s egyse´gfe´lgo¨mb,
S = {x1, x2} ⊂ Sn+ a po´lusok halmaza, p ∈ (2, 2?) e´s µ ∈ [0, µ˜2) ro¨gz´ıtett parame´ter. Ekkor
e´rve´nyesek a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´sok.
(i) A (PSn+) feladatnak ve´gtelen sok gyenge megolda´sa van a H
1
g (Sn+) Szoboljev-te´ren, mi
to¨bb, ha az a2 + b2 = 1 e´s b > 0 felte´teleknek eleget tevo˝ a, b ∈ R sza´mok esete´n
x1 = (a, 0, ..., 0, b) e´s x2 = (−a, 0, ..., 0, b), akkor a H1g (Sn+) Szoboljev-te´ren a (PSn+) fe-
ladatnak le´tezik ku¨lo¨nbo¨zo˝ elemekbo˝l a´llo´ gyenge {uk}k megolda´ssorozata, ahol
uk := uk
(
y1,
√
y22 + ...+ y
2
n, yn+1
)
= uk
(
y1,
√
1− y21 − y2n+1, yn+1
)
.
(ii) Ha n = 5, vagy n ≥ 7, tova´bba´, ha az a2 +b2 = 1 e´s b > 0 felte´teleknek eleget tevo˝ a, b ∈ R
sza´mok esete´n x1 = (a, 0, ..., 0, b) e´s x2 = (−a, 0, ..., 0, b), akkor a H1g (Sn+) Szoboljev-te´ren a
(PSn+) feladatnak le´tezik legala´bb sn =
[n
2
]
+(−1)n−1−2 darab – szimmetriailag pa´ronke´nt
ku¨lo¨nbo¨zo˝ – gyenge megolda´sokbo´l a´llo´ sorozata.
Az 5.5. te´tel bizony´ıta´sa a szimmetrikus
”
mountain pass” te´telen (la´sd Ambrosetti e´s Rabino-
witz [3] munka´ja´t), tova´bba´ az [51] e´s [65] dolgozataimban megjeleno˝ – Rubik-kocka megolda´si
o¨tlete´re e´pu¨lo˝ – csoportelme´leti e´szreve´telen alapul. Az alapgondolat le´nyege, hogy d ≥ 1 esete´n
az O(d+1) ortogona´lis csoportnak a leheto˝ legto¨bb egyma´sto´l fu¨ggetlen, de egyma´ssal pa´ros´ıtott
genera´torai tranzit´ıven hassanak az Sd egyse´ggo¨mbo¨n. Ezt a proble´ma´t magasabb dimenzio´s
esetekben tudjuk la´tva´nyosan megoldani. Legyen d = 3, vagy d ≥ 5, e´s a td = [d2 ] + (−1)d+1−1
bea´ll´ıta´s esete´n tekintsu¨k minden j ∈ {1, ..., td} indexre a
Gdj =
{
O(j + 1)×O(d− 2j − 1)×O(j + 1), ha j 6= d−1
2
,
O
(
d+1
2
)×O (d+1
2
)
, ha j = d−1
2
csoportokat. Mivel egyetlen Gdj sem hat tranzit´ıven az Sd egyse´ggo¨mbo¨n (vagyis a Rubik-kocka
megolda´sa´hoz nem elegendo˝ egyetlen oldalt forgatni), a Gdj csoportokat pa´rosa´val kell kom-
bina´lnunk olyan u´j csoport kialak´ıta´sa´e´rt, ami ma´r tranzit´ıven hat az Sd egyse´ggo¨mbo¨n (vagyis
amely a Rubik-kocka megolda´sa´hoz vezet, ha megfelelo˝en pa´ros´ıtott oldalakat forgatunk).
Ha a H1g (Sn+) Szoboljev-te´ren a Palais-fe´le kritikus szimmetriaelvet az elo˝bb megszerkesztett
csoporthata´s d = n−2 esete´vel megfelelo˝en o¨tvo¨zzu¨k, az (i) e´s (ii) pontokban le´vo˝ multiplicita´si
eredme´nyeket tudjuk igazolni.
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5.3. Schro¨dinger–Maxwell rendszerek Hadamard-sokasa´gokon
A Schro¨dinger–Maxwell-rendszer to¨lte´ssel rendelkezo˝ nem-relativisztikus kvantumre´szecske vi-
selkede´se´t ı´rja le az elektroma´gneses mezo˝ben. Ha ez a fizikai ko¨zeg egy go¨rbu¨lt te´rbe van
helyezve, az eddigi euklideszi Schro¨dinger–Maxwell-proble´ma´k kapcsa´n kidolgozott mo´dszerek
nem szolga´ltatnak megfelelo˝ ta´rgyala´smo´dot.
Az uto´bbi e´vekben a Schro¨dinger–Maxwell-rendszereket me´lyrehato´an tanulma´nyozta´k kom-
pakt Riemann-sokasa´gokon (la´sd Hebey e´s Wei [27], Ghimenti e´s Micheletti [23] e´s Thizy
[45] munka´it). Az ala´bbiakban az elso˝ olyan Maxwell–Schro¨dinger-rendszert tanulma´nyozzuk,
amely nemkompakt Riemann-sokasa´gokon van e´rtelmezve.
Tekintsu¨k a { −∆gu+ u+ euφ = α(x)f(u) M,
−∆gφ+ φ = qu2 M, (SM)
rendszert, ahol (M, g) egy Hadamard-sokasa´g, e, q > 0, α : M → [0,∞) egy potencia´l e´s
f : [0,∞)→ R egy olyan folytonos fu¨ggve´ny, amely teljes´ıti a ko¨vetkezo˝ felte´teleket:
(f 10 ) −∞ < lim inf
s→0
F (s)
s2
≤ lim sup
s→0
F (s)
s2
= +∞, ahol F (s) =
∫ s
0
f(t)dt;
(f 20 ) le´tezik az {sk}k ⊂ (0, 1) nulla´hoz konverga´lo´ sorozat u´gy, hogy f(sk) < 0, k ∈ N.
E´szreveheto˝, hogy az (f 10 ) e´s (f
2
0 ) felte´telek az f fu¨ggve´ny nulla ko¨ru¨li oszcilla´cio´s tulaj-
donsa´ga´t vonja´k maguk uta´n (la´sd a [64] cikket). Az (M, g) nemkompaktsa´ga´bo´l sza´rmazo´
nehe´zse´geket a sokasa´g Isomg(M) izometriacsoportja´nak megfelelo˝en megva´lasztott G re´szcso-
portja´val fogjuk kezelni. A G re´szcsoport M -feletti fixponthalmaza´t az
FixM(G) = {x ∈M : σ(x) = x, ∀σ ∈ G}
alakban e´rtelmezzu¨k. Ro¨gz´ıtett x0 ∈M pont esete´n a
(Hx0G ) : G ⊂ Isomg(M) kompakt o¨sszefu¨ggo˝ csoport u´gy, hogy FixM(G) = {x0}
felte´telt vezetju¨k be.
A jelen pont fo˝eredme´nye a ko¨vetkezo˝ mo´don fogalmazhato´ meg.
5.6. Te´tel. (Farkas e´s Krista´ly [55]) Legyen (M, g) egy n-dimenzio´s (3 ≤ n ≤ 5) homoge´n
Hadamard-sokasa´g, x0 ∈M egy ro¨gz´ıtett pont, α ∈ L1(M)∩L∞(M) egy nemnulla, nemnegat´ıv
e´s radia´lisan szimmetrikus fu¨ggve´ny az x0 pontra ne´zve (azaz α csak a dg(x0, ·) ta´volsa´gto´l fu¨gg),
tova´bba´ egy olyan G ⊂ Isomg(M) csoport mely teljes´ıti a (Hx0G ) felte´telt. Ha az f : [0,∞)→ R
folytonos fu¨ggve´ny teljes´ıti az (f 10 ) e´s (f
2
0 ) tulajdonsa´gokat, akkor le´tezik olyan G-invaria´ns,
nemnegat´ıv e´s ku¨lo¨nbo¨zo˝ tagokbo´l a´llo´
{(u0k, φu0k)}k ⊂ H1g (M)×H1g (M)
gyenge megolda´ssorozata az (SM) rendszernek, amelyre
lim
k→∞
‖u0k‖H1g (M) = limk→∞ ‖φu0k‖H1g (M) = 0.
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Az 5.6. te´tel egy puzzleszeru˝ bizony´ıta´st ige´nyel. Elo˝szo¨r is bela´tjuk, hogy az (SM) rendszert
varia´cio´s mo´dszerek seg´ıtse´ge´vel a [69] dolgozatunkhoz hasonlo´an kezelhetju¨k u´gy, hogy a rend-
szer G-invaria´ns megolda´sait egy specia´lisan megszerkesztett
”
egyva´ltozo´s” energiafu¨ggve´ny
kritikus pontjaike´nt a´ll´ıtjuk elo˝. E´les becsle´sek re´ve´n, az f fu¨ggve´ny oszcilla´cio´s viselkede´se´t
a´ttudjuk ruha´zni az energiafu¨ggve´ny tanulma´nyoza´sa´ra, amely sora´n ve´gtelen sok – nulla´hoz
tarto´ Szoboljev-norma´ju´ – kritikus pont le´teze´se´t la´thatjuk be.
Az 5.6. te´telt ku¨lo¨nbo¨zo˝ geometriako¨zegekben – pe´lda´ul az n ≥ 2 dimenzio´s euklideszi
e´s hiperbolikus terekben az x0 = 0 pontva´laszta´ssal e´s az nk ≥ 2 (k ∈ {1, ..., l}) felte´telt
kiele´g´ıto˝ n1 + ... + nl = n felbonta´shoz rendelt G = SO(n1) × ... × SO(nl) ⊂ SO(n) specia´lis
ortogona´lis re´szcsoporttal, mı´g a Killing-ma´trixnyommal felruha´zott, n×n-t´ıpusu´ pozit´ıv definit
szimmetrikus ma´trixok Riemann-struktu´ra´ja´n az x0 = IRn egyse´gma´trixszal e´s a G = SO(n)
csoporttal – alkalmazhatjuk (la´sd a [62] cikket).
6. O¨sszefoglalo´
A Disszerta´cio´ e´s a jelen te´zisfu¨zet Te´ziseit a ko¨vetkezo˝ mo´don fogalmazhatjuk meg.
1. Te´zis. (E´les interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gek)
• Interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gek teljesu¨le´se´t megengedo˝, Lott–Sturm–Villani e´rtelemben
go¨rbu¨lt CD(K,N) (K ≥ 0) metrikus me´rte´kterek topolo´giailag rigidek/merevek, azaz
metrikus golyo´ik globa´lisan nem-o¨sszezsugorodo´ te´rfogatno¨vekede´st mutatnak. Ha egy
nemnegat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝ Riemann-sokasa´gon az interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gben le´vo˝
bea´gyaza´si a´llando´ egyre ko¨zelebb keru¨l a neki megfelelo˝ e´les euklideszi a´llando´hoz, a
sokasa´g egyre ko¨zelebb keru¨l topolo´giailag az euklideszi te´rhez.
• Hadamard-sokasa´gokon e´rve´nyesek az e´les interpola´cio´s egyenlo˝tlense´gek a megfelelo˝ euk-
lideszi a´llando´kkal, amennyiben a sokasa´gon teljesu¨l a Cartan-Hadamard-sejte´s (pe´lda´ul
2, 3 e´s 4 dimenzio´kban). Extrema´lis fu¨ggve´nyek le´teze´se viszont maga uta´n vonja az
adott Hadamard-sokasa´g e´s az euklideszi te´r izometrikussa´ga´t.
2. Te´zis. (E´les bizonytalansa´gi elvek)
• Hadamard-sokasa´gokon e´rve´nyes az e´les Heisenberg–Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elv (ra´-
ada´sul u´gy, hogy a Cartan-Hadamard-sejte´s e´rve´nyesse´ge nem is szu¨kse´ges), viszont egy
nemnegat´ıv Ricci-go¨rbu¨letu˝ teljes Riemann-sokasa´gon akkor e´s csakis akkor teljesu¨l az
e´les Heisenberg–Pauli–Weyl bizonytalansa´gi elv, ha a sokasa´g izometrikus az euklideszi
te´rrel.
• Ero˝teljesebb negat´ıv metszetgo¨rbu¨let ero˝sebb Hardy–Poincare´- e´s Rellich-fe´le bizonyta-
lansa´gi elveket von maga uta´n.
3. Te´zis. (Elliptikus proble´ma´k Finsler-sokasa´gokon)
• Ve´ges reverzibilita´su´ Finsler-sokasa´gok feletti Szoboljev-terek reflex´ıv Banach-terek lesz-
nek. Le´teznek viszont olyan ve´gtelen reverzibilita´su´ Finsler-sokasa´gok, amelyek feletti
Szoboljev-terek me´g csak vektorte´rstruktu´ra´val sem rendelkeznek.
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• Parame´terfu¨ggo˝ szublinea´ris elliptikus proble´ma´nak van legala´bb ke´t nemnulla megolda´sa
ve´ges reverzibilita´su´ Finsler-sokasa´gokon (ele´g nagy parame´tere´rte´kekre). Az egypo´lusu´
Poisson-egyenlet megolda´sa´nak forma´ja teljes me´rte´kben jellemzi a Finsler-sokasa´g go¨rbu¨-
lete´t.
4. Te´zis. (Elliptikus proble´ma´k Riemann-sokasa´gokon)
• Ba´rmely Riemann-sokasa´g kompaktita´sa e´les bifurka´cio´s eredme´nyt implika´l parame´ter-
fu¨ggo˝ szublinea´ris elliptikus proble´ma´k esete´n: kicsi parame´terre csak a nulla megolda´s,
nagy parame´terre legala´bb ke´t nemnulla megolda´s garanta´lhato´, mı´g a ko¨zo¨ttu¨k le´vo˝ re´s
tetszo˝legesen kicsi lehet.
• Valamely Riemann-sokasa´g nemkompaktita´sa ellensu´lyozhato´ a rajta hato´ izometriacso-
porttal, amely re´ve´n elliptikus proble´ma´k megolda´sa´nak multiplicita´sa´t igazolhatjuk.
Saja´tosan a Rubik-kocka megolda´sa´nak alapgondolata egyma´sto´l szimmetrikusan ku¨lo¨n-
bo¨zo˝ megolda´sokat garanta´l a parcia´lis differencia´legyenletek elme´lete´ben.
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